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1.1.1. lim (u,) = lim <z_l

) 2-0"=2"
n

1.1.2. lim (vn)=lim<2+%>=2+0*=2*

3nn+ 21) (3(n +2) - )

[

(3 n+2> 3-0=3

1.1.4. lim () = Um<nn_z1>=lim(n<1n:%))=“m<1 ;%):
0

1.2.1. P. ex,, an=4+l
n

1.1.3. lim (w,) = lim

1.2.3. P.ex, a,=5——
n

Tarefa1

1.1. lim(v,)=lim(2n)=—o0 e

tim (£ (v,)) = lim (— 3+ !

1
_2>=—3+$=—3+0=—3

n

1.2. llm(wn)—l|m<2+ ) 2+0"=2"e

1
N

1.3. lim(tn)=um<2—%>=2_o+=z— e

3+ (+00)=+00

lim (f (w,)) = lim( 3+

lim(f(tn))=lim< 3+ _2>——3+%=—3+(—oo)=—oo

2.1. Existe. Xlinzg(x)=

2.2. Nao existe XlinAg (x) porque x[l-nl g (x)# Xl_lg} g(x).

mgx)=2e limgkx) =1
xX— 4"

2.3.1. lim (u,) = lim (4 +%> =4+0"=4", logo lim (g (u,)) =1.

2.3.2. lim (u,) = lim (4 - #) =4-0"=4, logo lim (g (u,)) =2.

3.1. Como lim (u,) =+ oo, entdo

tim (h (u,)) = lim (2u, = 1) =+ oo .

3.2. Como lim(v,) =2, entdo

. . 1 1 1

lim (h (v,,)) = llm(Vn_ 2>_H_F__°°'
3.3. Como lim (w,) = 2", entao

tim (h (w,)) = lim (2w, - 1)=2x2-1=3.
3.4. Como lim (s,) =— oo, entdo

. . 1 1

lim (h (sn)) =lim <Sn - 2) =~ " 0.

TEMA 2 (cont.)

2.1.1. Lim(a,,)=lim<3+%>=3+0*=3*,logo
11 1

a, 2 3n+2 3n+2
34£ Nt
n n

2.1.2. lim (b,) = lim <3nn_ 5) =lim <3 - %) =3-0"=3", logo

5 5

g(b)=b,+1=3-2+1=4-=

‘ _ n ) 1 1 1
2.2.1. le(g(a,,))—l|m<3n+2>_l|m(3+£)‘ 3+0 3

2.2.2. lim (g (b,)) = lim (4 - %) =4-0=4

3. Aafirmacdo | éverdadeira.

2—%<2,Vn€IN, logo h<2—1>>0 VneIN.

A afirmacéo |l é falsa.

2+2>2,vn€N, logo h<2+%>< “1,VnEN.

A afirmacao Il é verdadeira.

2<3-#<3,Vneu\1, logo h<3—%>:—1,Vn€|N.

4.1. Como lim (u,) =0", entdo lim (f(u,)) =2
4.2. Como lim (u,)=0", entdo lim (f(u,)) =—oo.
4.3. Como lim (u,) =+ oo, entdo lim (f(u,) =0

(

4.4. Como lim (u,) =— oo, entdo lim (f(u,) =1
5.1. Se limg(u,)=1, entdo lim (u,) =3~

1
n+1"

O termo geral de (u,) pode ser u,=3 -
A opcao correta é a (C).

5.2. lim(g (e -2)) =— oo porque lim (e —2)=—

6.1.1. lim f(x) =
6.1.3. X“J% f(x)=2

6.1.2.
6.1.4.

lim £ () =
lim f(x)=0
x—3"

6.2. Aafirmacao é verdadeira.

Como lirraj(x)= lirra+f(x)=2, entdo existe lim f(x) e
x— x— x—0

iguala 2.

Como

7.1, lim (w,) = lim(a+%>:a+0* — o
Se limg (w,) =+ o0, entao lim(w,)=-1".
Assim sendo, conclui-se que a=-1.

7.2. Se limg(w,) =—o0, entdo lim (w,) =2".

Assim sendo, conclui-se que a=2.

lim f(x)# lim f(x), entdao ndo existe lim f(x).
x—3 x—3" x—3

é
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8.1.

9.1.

9.2.

9.3.

10.1.

10.2.

10.3.

Por exemplo, a=3. 8.2. a=-3 8.3. a=6

Seja (u,) uma sucessao qualquer de termos pertencentes
ao dominio de f tal que lim (u,)=3.

1
f(un)_un+u7n

limf(un)zlim<un+ul)=3+—=—

Assim, conclui-se que lim f(x) :1—.
x—3 3

Seja (u,) uma sucessdo qualquer de termos pertencentes
ao dominio de f tal que lim (u,) =+ oo.

1
f(un)_un"'LT

n

umf(un)=um<un+i>=+oo+L:+oo+g:+°<,
u, + 0o
Assim, conclui-se que ling f(X)=+o0.

X— +00

Seja (u,) uma sucessdo qualquer de termos pertencentes
ao dominio de f tal que lim (u,)=0 e u,<0, Vn€IN.

1
f(un)_un+?

n

limf(u,,):lim(un+ui):0+%:0+(—oo):—oo

Assim, conclui-se que linaf(x) =—o00.
x—

Seja (u,) uma sucessao qualquer de termos pertencentes
ao dominio de h talque lim (u,)=—4.

1
u,—2

n

h (u,) =

. N 1 1 1
“mh(””)_l'm<un—2>‘ im,-2) —4-2 &

Assim, conclui-se que lim h (x) :—l.
x——4 6

Seja (u,) uma sucessao qualquer de termos pertencentes

ao dominiode h talque lim(u,)=1¢e u, <1, Vn€IN.
1
h(u“)_unj

. . 1 1 1
Umh(u”)_“m<un—2>_Lim(u,,—2)_1—2__1

Assim, conclui-se que lirqi hx)=—1.
x—r

Seja (v,) uma sucessao qualquer de termos pertencentes
ao dominio de h talque lim(v,)=1e u,>1,Vn€E€IN.

h(u,) =2u,-3
limh (u,) =lim (2u,-3)=2%x1-3=-1.

Assim, conclui-se que lin'% hx)=—1.
X—

lim h(x)=-1,

Como lim h(x) =
x—1 x—1"

entdo lim h(x)=-1.
x—1

Seja (u,) uma sucessao qualquer de termos pertencentes
ao dominio de h tal que lim (u,) =—oo.

1
h(u”)_m

. (1 1 1
“mh(”")‘l'm<un—2>‘um(un—Z)‘—oo—z‘O

Assim, conclui-se que lim h(x)=0.
X—» —00

Tarefa 2

1.1.1. Por observac&o grafica, conclui-se que lim2 f(x)=4.
x—

1.1.2. Por observacao grafica, conclui-se que lim2 gx)=1.

1.2. : )
fim, F0) =4 | im, g () =1

lim f(x)+ limg(x)=4+1=5 lim (f+g) (x)=5
x—2 x—2 X—2

[imzf(x)xling(x)=4><1:4 limz(fxg)(x)=l.

lim f(x)— limg(x)=4-1=3 lim (f-g) (x)=3
x—2 x—2 x—2

Limzf(x):ling(x):l.:1:l. limz(f:g)(x):l.

1.0 lim (h+) (9 = lim h () + lim j () =2+ 0 =2
11.2. Xﬂnjoo(hxj)(x)=X£nj°°h(x)xxﬂrpooj(x)=—2><4=—8
lim h(x)

. h X— +00 _i__
11.3. XEVTW<7>(X)_W_—1 =-3
1.4 lim (h (x))Z:(XL@Uh(x))zz(,”z:1
1.5, lim V() =V lim j()=V4=2
1.6, lim V(h+)) (0 =V lim (h+)) (x) =
=\/lirq¢h(x)+ lin}$j(x):\/0+3:\/§
11
120 lim 574273
12.2. lm 2=2 400
x—0" X 0+
_ 1 1 1
12.3. XL_l}n}+3_X_73_3+ R
ox+1 241 3
12.4. Xll’rg74_xz—m_ﬁ_+oo
ox+1 241 3
125, lim =gyt
12,6, lim —* -4 _ 4 _g

x—tox—1 +o00—-1 +o00

13.1. Xi"l[,f(x):xi"l[,()(“'1):(_4)2+1 =17

13.2. lirq f(x)= lirq K+ =C12+1=2¢e

lim f(x)= lim 2 —2—2 logo lim f(x)=2

x— 1+ Tax—it\x/) 1 9 x—1 -
13.3. [irl\ f(x)= linj X+ 1) =(o0)+1=+00
13.4. lim f(x)= Llim <E>ZL:0

X—» +00 x— 400 \ X + oo
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. . . 1 1

14. xlin0x2+x_xlﬂqﬂx(x+1)_xl£>n0x+1_0+1_

x-=3

Y _3 se x—3>0 1 se x>3
15.1. g(x)= -3 = g(x) =

Y79 e x-3<0 -1 sex<3

x=3
15.2.

Hmog)=lim 1)=-Te lm g() = lim (1)=1.

Logo, nado existe lim g (x) porque lim g(x)# lim g (x).
x—3 x—3 x—3*

. X -3
16.1. Xﬂ’nj:ym—F—ﬁ-Oo
16.2. lm X =1 _1o

x—1" x24+2x-3 0F

| xX—4 =2

x—2"8—x  0°

16.3.

=+ 00

xlﬂpo f(x)

. f -3
17.1. X1H0<E>(X)_Tg()()_3_1
x—0
le g (x) 3
17.2. X_l{rg()(x) m =gr="% sendo a um
numero real negativo.
¢ llm f(x) b
17.3. x_’2<>(x) Tg(x) ==t sendo b um
numero real negativo.
lim f(x)
17.4. lim <i>(x)=L=—4=o
SPela) 7 i 9@

18.1. Ui A9 2
A i, (7) 00 = m7() 0

=+ 00

18.2. Nao existe lim <i> (x), porque
x—3\g
. f . f
sy [g) o=+ o= tim (J)en=-
C9-(37 0 .
191.1. f(-3)= 373 "0 logo — 3 é um zero comum ao
numerador e denominador da fracao.
_9-x_B-x@+x
19.1.2. f(x)—X+3— 13 =3-x,VXxED,
19.2. lim f(x) = lim 3-x)=3-(3)=6
x— -3 x—-3
0
X163 . (x—4)(x+4)
20.1. XanA - —Xl_’[‘ -4
— lim X+4 L+h -y
Tx—h -2 0 =2

NEMA12CPR2 - FO3

TEMA 2 (cont.)

C Xex=20 . (=1 (x+2)
20.2. lim g S M e )

B x=1(x+2) B

B I

- lim x+2) 142 _3

TN I A x(1P+ 1) &

Calculo auxiliar
X+x-2=0 x=1Vx=-2

0
g X —x-6 3 . (x=3)(x+2)
211. xl'~"5x2—9‘x“~ms(x—3)(x+3) ‘X“—.’%(x_s)(“s)‘
- X+2_3+2_5
x—3x+3 3+3 6

Calculo auxiliar
X¥-x-6=0¢& x=3Vx=-2

X+ x
212 XEITLW_
x* + x i x(x+1)

= e 1 I GE @)

= lim x -] !
T x>t 2% = 2x + 1

“2+2+1 5
Calculo auxiliar
2 0 -1 1
-1 -2 2 1

¢ —x+T=(x+1)(2¢-2x+1)

0
X -xo o o xx=1) . x-1_0-1 1
2.1, lim To 2 fim = =i =T 2
0
2— o —
22,2 lim X218 fj =D&+ x4 1_
=1 T =x  x—1 o —(x=1) AT T T
0
— 2 _ = _ _ _
22.3. lim X ¥ =28 o mK-TNK-2)
x—1 x—1 x—1 x—=1
= lim (x+2)=—1+2=1
Rl

Calculo auxiliar
- xX+3x-2=0 <= x=1V x=2

3 1 ¢ _ 1) (2 1
22.4. lim 2712 jjp KN HXH)
x—1 X—X x—1 -x(x=1)
2
- limX +x+1=1+1+1=_3
x—1 - X -1
1 0 0 Calculo auxiliar

! ! ! C=T=x=-10+x+1)

-1
1
o

0
Z-x-2 0 x=2)(x+1)
22.5. XX"2 2 iim -
5 O T dxr b D (x — 2)*
x+1 3
= li =~ =t+o00

x—vng‘)(—z - 0+ -
Calculo auxiliar
X=-x-2=0 x=2Vx=-1



23.1. D;={xER: x>0Ax-9=0}=R;\{9}

23.2. f(x)=\/;_3—(w_3)(\/;(+3)_ (V)-8 _

=9 -9 (Vx+3) (x-9(Vx+3)
x=9 = ! ,V x €D

=(x—‘;)(WJra) Vx+3

. . 1 1 1
23.3. lim f(x)= lm ——=——=—
x=9 =9/x+3 \V9+3 6

241. D,={xER: x+3>0AVx+3-2=0}=
=xER: x> -3 Ax#1t=[3, +oo[\{1}

24.2. gpy=—2=1__ k-1 (Vx+3+2) _

x+3-2 (Vx+3-2)(Vx+3+2)
=D (Wx+3+2) =1 (Vx+3+2)
(Vx+3)' -2 X+3-4

=\/x+3+2,‘v’xEDg

e

24.3. lim g (x) = lim (Vx+3+2)=\V1+3+2=4

25.1. lim

. . 1

=1 =1

i x=1x+1)(Vx+1) i x+ 1 (Vx+1)
1 1

TUex(Vie1) &

252, lim X2 o D (10Ver3)
=21 Ax+3 72 (1 -V +3) (1 +Vx +3)
o+ (VX +3) L x+2) (1+Vx+3)
= lim = lim
X— -2 1T-(x+3) X—> -2 -x-2
— lim (x+2)(1+\/x+3)= im 1+\/x+3=i=_2
x— =2 —(X+2) x—=2 -1 -1

26.1. XETM(ZX3—XZ+3X): lim {x3(2—%+%>}=

X—> +00 X

=+4+00(2-0+0)=+00

26.2. Xﬂnjoo x-2%) = X_lirpoo {x:’ (— 1- g)} =

=—00(-1-0)=+00

26.3. X_lirpoo Vil —x= \/Xﬂ’rroo(x2 -X) =

=\Vioo(1-0)=+00

-

27.1. lm 3¢ +x) = lim (3¢) =+oo
X—>—00 X—> —00

27.2. lm (-x‘+2¢+ 1)’°°=*°°Xﬂn3m Cx)=— o0

3 ootoo 3
27.3.  lim <_X7+2X+2> =% lim <_XZ>:_0<>

X—> +00

5\ too-co 5
27.4. lim <x2+%> =% lim <X?)=—oo

X— —co X— —c0

. 1 1 . 1 1 ox+ 11
27.5. | ————]=1 —— =1 =
5 xinﬂ(x x2+x> xin[](X X (x + 1)) xﬂvnﬂ x(x+1)

= lim = lim 1 _
Txs0x(x+ 1) x—0x+1 7 041

. 1 1 (1 1
27.6. xll»”?+<1 “x 1 -x2>‘x“lq~<1 X (T-x( +x)>_

- lim T+x-1 - lim X 1
Tamt (1=x)(T+x) x—=1 (1-x)(T+x) 0 x2

=—00

1_ 1+0

. woo (V1T —x) (VX2 +1+%x)
28.2. lim (Vx*+1-x) = lim (
"_’+°°( ) VxX2+1+x

2 2
. X +1-x . 1 1
= lim Y—= lm ——=——-=0
X} 4 x TR+ T4x TR

X—> +00

28.3. lim_(Vx+5-Vx—5)="
oo (Vx+5-Vx=5) (Vx+5+Vx-5)

= lim =

x—rveo Vx+5+Vx-5
= lim M_ lim 10

¥ \/x+5+Vx -5 Cxmeo Vx+5+Vx-5 -

2 1
A=+l 4"%‘?”‘@)
= lim =

29.1. x—LToo X 4+5x—2  x—+oo 3( 5 2>
X1+ -=

x* X

_3X<_L+1_L)
3 %) —o00(0+1-0)

= lim = =— 00

1+0-0

3 _
29.2. lim X3 i _
x—-o0 x4 x+1  x—-oo x‘( 1T 1

x| on
><w| w

o 140-0 1
= lim

x—»—oox<1+‘| 1>=—00(1+0+0)=—°°=0

—+
x X

©10)Ipg 03104 © THdOTIVINAN
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30.1.
30.2.
30.3.
30.4.

30.5.

30.6.

30.7.

31.1.

31.2.

31.3.

32.1.
32.2.
32.3.

2 = 2 1
77 = Sz= m o==
x—+00 3x* =1  x—+00 3x* x—+003 3
s 1T
X B X
3 = lim 3= Li —2—_=0
X— —00 X X— —00 X' X— —00 X' + oo
lim 3-X = — im =X o
x—+00 2x4 — x| x—>+too 2% X—> +00 B
2 X
. \/; % X . X .
lim = lim u= lim== lim 1=1
x—+o0 X x—+oo X X—>+00 X X—>+00
2
. \& C X —X
lim — = lim u= lim —= lim 1)=-1
x——-oc0 X x——oco X x— -0 X X— —00
1
4
X1+ —
T < X
im ——= lim ——=
X—> +00 X X—> +00 X
2 2 1
[ x 1+ = XX 1 +—
. . X
= Llim = lim =
X—> +00 X—>» +00 X
= lim (xx [1+—]=+00(\V1+0)=+00
X—> +00 2
1
7 5 Xl' 1 +—Z
) X+ xt s . X
lim = lm —————~=
X—> —00 X—> —00 X
1 1
[ x 1+ = X [1+—
X . b%
= Llim = lim =
X—> —00 X X—» —00 X
= lim (xx 1+—2>=—oo(\/1+0)=—<>o
X— —00

ax"

Am f=-2 = lim -——7=-2
. ax"

= XﬂTw_zxz——Z
Se lim f(x)=-2, entaotem-se:

X—> +00
n=2/\12=—2 & n=2Aa=h.

. . ax” . ax”
xﬂvmoof(x)_o @XATNW_O <:>XE>TDO—_2X2_O

Se lim f(x)=0, entdotem-se:
X—> —00
n<2Aaz0 << n=1 A a€R\{0}.

lim -2%X__
x—+o0 1 — 2x2

lim f(x)=—o00 &

X—> +00

. ax"
& lim 7 =—00
x—>+00 — 2X

Se “T f(x) =— oo, entdo tem-se:
X— +00

n>2/\%<0<:>n>2/\a>0.

Por exemplo, f(x)=x—1 e g (x) =x%.

Por exemplo, f(xX)=—xX*+x-5e g(x) =2 4.

Porexemplo, f(x)=x*-3x+1e g(x)=x*-1.

TEMA 2 (cont.)

: 2 inx_“’- X_2 oo (X2
33.1. X%(X XZX)_XLEI?J<2X —JI_[TE) > =0

0
) 1 []><_t><>, x—=1 E . x=1 —
33.2. XLI_I'T'11 ((X_ 1) x X—X2> - X[T:H <X—X2> - XLEH (—X(X— 1)>_

33.3. lim <

x—0+

— lim (X(WH)):XEEE(WH)

x (1 —=x)

x—0"

. 1
4. tim (s

= lim (i)_ lim <;>__oo
Tx=3\= (x - 3)2) T a3\ - (x—3))
Pag. 26

X (x —

Tarefa 3
1.1. Porex., g(x)=x". 1.2. Porex, g(x)=x*-2x+1.
1.3. Porex, g(x)=x*+x-3. 1.4, Porex, g(x)=x*.

21. Di={x€R: x¥*>0 A x=0}=R\{0}

2.2, lim f(x)= lim 2= i JL{ R S
x—0" x—0" X x—0" X x—0" X
2
2.2.2. lim f(x) = umfﬁ: limiu: lim —X =—1
x—0 x—0 X x—0" X x—0" X
2
2.2.3. lim f(x)= Llim \/;= lim m: lim ==1
X— +00 Xx—+00 X x—+00 X X— +00 X
2
2.2.4. lim f(x)= lim V¥ _ im Lo i X2y
X— —00 x— -0 X x——-0co0 X Xx——00 X

3.1. D,=xER: 2% -x>0}=]-00, O[Uj|%. +°°[

Calculo auxiliar
+ W-x=0 = x(x-1)=0 &
1 - & x=0VvV2x-1=0
2 1
== X=0\/X=§

W -x>0 & X<0VX>%

3.2.1. Xinﬂ[g(x) =Xirro17 V2x¥=x=10=0

8.2.2. limy g () = lim,» V2x* = x=1/0 =0
2 2

3.2.3.

im g(x)= lim V22—x=V lim (2%-x)=
X—> +00 X— +00 X— +00

—V lim_ (@) =+ oo

X— +00

3.2.4.

im gx) = lm V2—x=V lim (2%-x)=
X— —00 X—> —00 X— —00

=V lim (2x}) =+o0
X— —0o
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41. D,={x€ER: x>0A1T-Ilnx=0}=
={xER: x>0Axze}=R"\{e}

5 5 5
4.2.1. llm h(x)— Um Ny 1_(_00)_3_0
4.2.2. llm hx)= 5 _5_ o
‘1—lnx 1-1 0
4.2.3. lim h(x)= lim :L=i=+oo
x—re~ x—e 1-Ilnx 1-1" 0
. 5 5 5
4.2.4. lm h@= tim, T—lnx 1-(roo0) —oo 0
5.1. Existe lim f,(x) se lim f,(x)= lim f,(x).
x—0 x—0 x—0"
1
lln’(]) f (x) = l—”Il]]’X—'I =—1e
lim f,(x) = lim (Inx+k)=1tnk.
lim f,(x)=lm f,(x) & -1=lnk &S e'=k & k=l
x—0 x—0" e

A funcao da familia para a qual existe limn fo(x) é

ln(x+l) se x>0
e

se x<0

fx)=

x—1

=3 linaffk(x) S hk=-3&S k= & k=é
at

5.2. Xl_l’na f (x)

Tarefa 4

1.1. Aoperadora mais favoravel éa A .

1.2.1. lim A(t)=0,08 1.2.2. lim A(f)=0,08
1.2.3. A(60) = 0,08 1.3.1. lim B()=008
1.3.2. lim B(f)=0,14 1.3.3. B(60)=0,08
2.1. Xi”}; flx)=2 2.2. Xmi g(x)=2
f4)=2 g)=2
Jim. 109 = Jim. 909=2
2.3. lim h(x) =2 2.4, Xmﬁj(x)z
h(4)=3 j (&)=
Aimoh(x) = Aim j () =

34. Afuncdo f é descontinuapara x=—1 epara x=2.
Nao existe lim1 f(x) porque os limites laterais sao

X— —

diferentes, logo f é descontinua para x=-1.

f é descontinua para x=2 porque lim2 f(x)=f(2).

35.1. lim_ f(x)= l|m (x+N=-1e

x—=2 X—

. X .

Xirprf(x) l| 5= -1, logo l_|mJ(x)-—1.
-2

f2)=—=-1

2=

Como limzf(x)=f(— 2) , conclui-se que a funcdo f é
X— —

continuaem x=-2.

35.2. lim g(x)= lim (-x)=-3 e
x—3 x—3
0
: X =3 x(x=38) . X
AW SIS T
logo Lim3 g(x)=-
Como g (3) =1, conclui-se que a funcao g é descontinua
em x =3 pois
lim g (x)=g(3).
x—3
35.3.

lim h(x)= lim (xe)=0x1=0 e
x—0 x—0

= lim (xln x)UX=°° lim (l n <l>>=
x—0" y—reo \Y Y

- (— (n y> _
y—+oo y

lim h (x)
x—0"

=i 0, logo lim h (x) = h(0)=0

Como limo h(x) =h (0), conclui-se que a funcao h é con-
xX—

tinuaem x=0.

36.1. Afuncdo h écontinuaem x=0 se XLi_er h(x)=nh(0).
Xli_rpﬂ h(x) = Xli_rpo f(x)=1, donde se conclui que h é conti-
nuaem x=0 se h(0)=1.
36.2. Afuncdo h é continuaem x=1 aesquerda se e so se
XLLm h(x)=h(1).
ll’m h (x) = lirqi f(x) =2, donde se conclui que h é con-

tinuaem x=1 aesquerdase h(1)=2

36.3. A funcdo h ¢é continua em x =1 3 direita se e s¢ se

Lin'11+ hx)=h(1).
lin} h(x) = lin} f(x) =3, donde se conclui que h é con-
X— X—

tinuaem x=1 adireitase h(1)=3

37.1. A(a, 5), sendo a<0 e f(a)=
f(x)=5 & log,(x¥* —4)=5 & X¥*-4=32Ax-4>0
& X*=36 Ax€El-o00, —2[U]2, + o0
& (x=VBEVx=—\5)AxEl-o0, —2[U12, +ool
=\V5Vx=-\/5
Entdo, a=-6.
B(b, 0), sendo b>0 e f(b) =
FX)=0 < log, X¥*-4)=0 & X*-4b=1AX-4>0
& X*=5AxEl-0c0, —2[U]2, +ool
& (x=6VXx=—6)AxEJ]-o00, —2[U]2, + oo
&S x=6Vx=-6
Entdo, b=1/5.
37.2. lim h(= lim f(=5e lim h()= lim (-2x-7)
—12-7=5,

logo Xli_r)nfj h(x) =
h(@=f-6)=

©10)Ipg 03104 © THdOTIVINAN
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Como Llim h(x) =

X—a

h (a), conclui-se que a funcao h é con-

tinuaem x=a.

le h(x) = llm f(x) =

x—b

le h(x) = i%,(—Zx—7):—2V§—7, logo ndo existe
Xlinbh(x).

Como nao existe limb h (x), conclui-se que a funcao h é
X—

descontinuaem x=b.

38. lirréif(x): lirra7(3x+1):1 e f(0)=1, logo f é
X— X—
continua em x=0 a esquerda porque lirr(])i f(x)=1£(0).
x—>

Vx

VxxVx

lim ————= lim, =

x—0* XX\/;(

lloio

xl—IE%* f(X) - xina* X

1

= 7 =gt
e f(0)=1, logo f é descontinuaem x=0 a direita por-

que lin?r f(x)#f(0).

39. Aafirmacéo | é verdadeira porque f é continua em todos os
pontos do intervalo 12, 3[.

A afirmacao Il é falsa. A funcdo f é continua em todos os
pontos do intervalo ]0, 2[ e é continua em 2 a esquerda,
visto que lin} f(x)=f(2), logo f écontinuaem ]0, 2].

f é continua em 10, 2], mas é descontinuaem 0 a
direita, porque lin?r f(x)=f(0) .

x—
Assim sendo, a funcdo f é descontinuaem [0, 2].

A afirmacéo Ill é falsa.

40.1.1. lin'117 h(x)=h(1)=0

x=T)xVx-1 _
TVx—1xVx -1

lloio

llm h(x) = XLW}
x=TxVx-1

= lim —————— = lim Vx-1=0
x— 1" x—1 x— 1
Como Lim1 h(x)=h (1), conclui-se que a funcdo h ¢é

continuaem x=1.

40.1.2. llm h(x)=

x—2

lin} Ex+1)=-1

lim h () = lim 2-1 4

x— 2" x—2" \/)f \/ﬁ

Como llm h (x) # l|m2 h (x), conclui-se que nao existe
lim h (x) .

x—2

Logo, a funcdo h nao é continuaem x=2.

40.2.1.

A afirmacao é verdadeira.

A funcdo h é continuaem 11, 2[, é continuaem 1 a
direita e é continua em 2 aesquerda, logo é continua em
1, 2.

40.2.2.

Uma funcao é continua se for continua em todos os pon-

tos do seu dominio.
A funcao h nao é continua em x=2, logo ndo é conti-

nua. A afirmacéao ¢é falsa.

TEMA 2 (cont.)

AR umLzé e £(0) =

x—0 x—0 x —x + X —

logo, qualquer funcao da familia é continuaem x=0.
41.2.

f é continuaem x=1 se lim1 f(x)=£().
x—

lloio

lim 2= 1)

. . bx — 6
Am, £00 = lim Rl N

T —x2+x—1

=Xl|_rp1 X2+ 1 =3
Calculo auxiliar
1T -1 1 -1 XC=xX+x=1=x=-1)0*+1)
1 1 0 1
‘ 1 0 1 0

lim f()=f(1) & 3=9 & 3=

:1:2k@k=%

(3 &= 3=3%*=

42. Seja a€l-o0, 2[.
X+ (k-2)x -2k a’+(k—-2)a—2k _
x—2 - a-2 -

donde se conclui que g é continuaem x=a.

lim g (x) = lim
X—a X—a

=g(a),

Sendo a um elemento qualquer do intervalo ]-oo, 2[,

entdo g é continuaem ]-oo, 2[.
, X+ k=2x—2k 5 . (x=2)(x+k)
XLL’IT}Q(X)—Xl_I’I'T} X—2 _xl—”j}’ X—2
= lim (x+k)=2+k
x—2
Calculo auxiliar
D ko ok X+ (k=2)x =2k =(x—2) (x + k)
2 2 2k
K
lim g0)= lim (X +2)=k+2 e g(@)=k+2
x— 2" g x—2"\ 2 €9 - :
Como limz’g(x) = Lirr;+g(x)=g(2), conclui-se que a fun-
x— xX—

cao g écontinuaem x=2.
Seja a€12, +oo].

le g(x)= le <k7+2> 7+2 g (a), donde se conclui

que g écontinuaem x=a.

Sendo a um elemento qualquer do intervalo ]2, +oo[,
entdo g é continuaem ]2, +oof.

Entdo g é continua, qualquer que seja o valor de k.

43.1. As funcées f e g ndo sdo continuasem x =1 porque

lim F(x)#f(1) e limg()#g(1).

Xliﬂ11f(x):— f(1)=3, le]g(x):Z eg(l)=-



38

43.2.

lim () () = lim, (0 x g (0) = lim, £ (9 x lim g ()=
=—1x2=-2

(Fxg) () =Ff(1)xg(1)=3x(2)=-6

Xlin1 (fxg) (x) = (fxg) (1), logo, afuncdo fx g nao é con-
tinuaem x=1.

lim (F+9) () = lim (F()+ g ()) = lim £() + lim g (9 =
=—1+2=1

(FrgM)=Ff1)+g(M)=3+2)=1

Xli_rp1 (F+9)(x) =(f+9)(1), logo, a funcdo f+g é continua
em x=1.

lim, (67) 09 = lim, (9 () x g (9) = lim, g () x lim g () =
=2x2=4

@) M=(@xg)(N=g(N)xg(1)=-2x(-2)=4

Xlin1 (@9() = (g)(1), logo, a funcdo g* é continua em

x=1.

44.1. D,=R
g se x>0
1 se x>0
fx)y=4 1 se x=0 < f(x)=
_ -1 se x<0
—  se x<0

44.2.

44.3.

No intervalo ]0, + oo[ e nointervalo ]- oo, 0[, afuncdo
é continua porque é definida por uma funcdo constante.

A funcédo nao é continua para x =0 porque
lim f(x)# lim f(x).

x—0 x—0*

Conclusé&o: a func&o é continua em R\ {0}.

Di={xER: x>0Alnx20)V x<0Ae =0)}=
=xER: x>0Ax#1)VEKOAXxER)}=R\{1}

No conjunto 10, +oo[\ {1}, a funcdo é continua porque é
definida pelo quociente entre duas funcoes continuas: uma
funcao constante e uma logaritmica.

No intervalo ]- oo, 0[, afuncdo é continua porque é defi-
nida pelo quociente entre duas funcoes continuas: uma
funcao constante e uma exponencial.

) 1

A =l s=g=te

) . 1 1

lim f(x)= lim —=——=0.
x—0* x—0" lnx —o0

A funcao nao é continua para x =0 porque

lim f(x)# lim f(x).
x—0 x—0"

Conclusdo: a funcao é continuaem IR\{0, 1}.

Di={xER: x>~ 1TAX-x-320)V (x<-1Ax+2>0)=
:{XEIR: (x>—1/\x¢3/\x¢—1)v(x<—1/\x>—2)}:
=]-2, +oo[\{3}

45.

No conjunto ]-1, +oo[\{3}, afuncao é continua porque
é definida por uma funcao racional com significado para
todos os elementos do conjunto.

No intervalo ]-2, —1[, a funcdo é continua porque é
definida pelo quociente entre duas funcoes continuas.

lim f(x)= lim le
x— -1 xX—

-1 3 3
. o -1 =N Kx+1)
xim1*f(x)_xﬂ>m1*x2—2x—3_xim1*(x_3)(x+1)—
- ijm X=1_z2_1
Tx—-1"x=3 —4 2

A funcao nao é continua para x=—1 porque

lir[‘1, f(x) # Lin_]v f(x).

Conclusao: afuncdo é continua em

1-2, +oo[\{-1, 3}.
lim f(x)= lim (1+e;)=1+0=1 e
0~ x—0"
lim f(x)= lim (1+n(x+[kD)=1+1n([K]).
lim

x—0

S 1=kl & k=1Vk==1

)= lim f() & 1=1+In(|k]) & 0=1n(|k|)

Como f(0) =k,
x=0se k=1.

conclui-se que a funcao é continua em

46.1.1. C(2)=2 46.1.2.C(3,6)=3 46.1.3. C(- 1,4)=-2
46.2.1. — 2 se Xe[—z, -1[
-1sex€l-1,0[
foy=1 0 se x€[0, 1[
1 sex€l[l, 20
2 sex€[2, 3]
3 sex=3

46.2.2. Afuncdo é descontinuaem x=-1, x=0, x=1, x=2 e
x =3 porque, nesses pontos, os limites laterais sao dife-

47.1.

47.2.

rentes.

Dy={x€ER: xED,Af(x) ED}=
=lxER: xERAF() ER\{1}}=
={xER: xERAx=0}=R\{0}

Afuncado h é continuaem x=1 porque f é continuaem
x=1 e g écontinuaem f(1).

Tarefa 5

1.1.

f(0)=3e"+4=7¢e f(e)=1+ln(e)=1+2=3.
Logo, A(0, 7) e B(e, 3).

lim g ()= lim (3e2+4)=7=9(0) e

lim g(x)= lim (ax+b)=b.
x—0* x—0"

©I0)1pg 01104 ® TIIDTIVINAN
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2.1.

2.2.1.

2.2.2.

2.2.3.

Assim, a funcao g é continuaem x=0 se b=7.

lim g (x) =Xin} (ax+7)=ae+7 e

X—e
im g()= lim (1+Wn(x}))=3=g(e).
X—e X—e

Assim, a funcado g é continuaem x=e se ae+7=3,

. 4
ouseja, se a=-—.

Como a funcao é continua no seu dominio, é continua em
x=k.

lim P(t)= lim (13,5-0,5x% 3—0,at+3) _
t—k t—k
=135-05x3°%*=P (k) e lim P(f)=13

P é continuaem x=k se 13,5-10,5x37¥* =13,

13,5-0,5x 3 0% =13 < 0,5x 3703 =05
& 3021 ¢ -03k+3=0 & k=10

P(2)-P(1)=

=13,5-0,5x 370923 _ (13,5 - 0,5 x 3709143 = 2,7

Durante o segundo dia de trabalho foram acrescentados
ao poco, aproximadamente, 2,7 m de profundidade.

Como P(t)=13,Vt€110, 12], conclui-se que houve
paragens dos trabalhos no 11.° e 12.° dias apds o inicio
dos mesmos. Esses dias coincidiram com uma 5.2-feira e
uma 6.2-feira.

Areta y=80 é assintota horizontal do grafico da funcao

80t — 700 _ 80t _

= 80 .
t+8 t—too ¢

pois tﬂr};\w P(t) = tﬂr};\w

Entdo, a profundidade final do poco é aproximadamente
iguala 80m .

Tarefa 6

1.

48.

Através da analise das representacoes graficas das funcoes
f e g, conclui-se que o cliente poderia ter pago 3 € por
uma encomenda em qualquer uma das modalidades (3
pertence ao contradominio de qualquer uma das funcoes).

Quanto a que custou 2,5 € foi necessariamente na modali-
dade A, pois 2,5 s6 pertence ao contradominio da funcao f.

Através da analise da representacao grafica da funcdo f
conclui-se que o ponto de entrega da encomenda se encon-
traentre 100 km e 300 km .

Nao. Por exemplo, na modalidade B a quantia de 2,5 €
nao corresponde a qualquer distancia.

Como f é continuaem [1, 3] e f(1)xf(3)<0, entdo,
pelo Coroléario do Teorema de Bolzano, conclui-se que a
funcao tem pelo menos um zero pertencente ao intervalo.

Logo, a afirmacéo | é verdadeira.

A afirmacao Il ¢é falsa pois s6 temos a garantia que qual-
quer valor compreendido entre f(1) e f(3), ou seja, entre
—2 e 5, pertence ao contradominio de f.

Se f é continuaem [1, 3] e f(1)<k<f(3),
Teorema de Bolzano, pode afirmar-se que
dcel, 3[: f(c)=k.

entao, pelo

TEMA 2 (cont.)

49.

50.1.

50.2.

50.3.

51.

52.

39

Como f(1)=—2 e f(3)=5,
é verdadeira.

conclui-se que a afirmacao Il

A funcédo f é continua em IR porque é polinomial.

Entdo, f é continuaem [1, 2].
FN)=1-1=0e f()=22-2=6

Como f é continuaem [1, 2] e f(1)<3<f(2), entdo,

pelo Teorema de Bolzano, conclui-se que
Jcel, 2[: f(c)=3.

Entao, a equacdo f(x) =3 é possivelem 11, 2[.

h nao é continua em x =3 porque

2
iy b iy L
. ) x? 9
R

Como a funcdo h nao é continua em x=3, nao é conti-
nua no intervalo [- 6, 2].

Logo, o Teorema de Bolzano nao permite afirmar que a
equacdo h(x) =1 é possivel nointervalo 1- 6, 2[.

Pelo mesmo motivo se conclui que o Teorema de Bolzano
nao permite afirmar que a equacao h(x) =1 é possivel no
intervalo 12, 4[.

h é continuaem [1, 2], h(1)=

Como h écontinuaem [1, 2] e h(1)<1<h(2),
entao, pelo Teorema de Bolzano, conclui-se que
Jcell, 2[: h(c)=1,

isto é, aequacao h(x) =1 é possivel nointervalo 11, 2[.

Afuncao g é continua em IR porque é polinomial.

Entao, g é continuaem [0, 1].
g(0)=1eg(1)=1"-3x1+1==1

Como g ¢é continuaem [0, 1] e g(0)xg (1) <0, entdo,
pelo Corolario do Teorema de Bolzano, conclui-se que
Jcel0, 1[: g(c)=0.

Aequacdo g (x) =0 é possivelem 10, 1[.

Seja g a funcao definida por g (x) =f(x) —x.

g é continua em IR por ser a diferenca entre duas funcoes
continuas. Em particular, é continuaem [2, 3].
g(2)=e’-8<0eg@B)=e*-12>0

Como g é continuaem [2, 3] e g(2)xg(3) <0, entdo,
pelo Coroléario do Teorema de Bolzano, conclui-se que
dc€l]2, 3[: g(c)=0.
Logo, a equacao f(x)—x=0,
em ]2, 3[.

Assim, o gréafico da funcdo f interseta a bissetriz dos qua-
drantes impares num ponto de abcissa pertencente ao
intervalo 12, 3[.

ou seja, f(x)=x, é possivel




53.

54.

Adrea do triangulo [0AB] é dada em funcdo de x pela funcdo

xe*
f(x)= .
="
f é continua em IR por ser o produto entre duas funcoes

continuas: uma afim e outra exponencial.

Em particular, é continuaem [ln2, n8].
In2xe"® n2x2

f(ln2)= > > =ln2=07¢e
In8
f(ln8):m8>2<e :ln82X8:4Ln8z8,3

Como f é continuaem [In2, In8] e f(In2)<7<f(ln8),
entao, pelo Teorema de Bolzano, conclui-se que
Fc€ln2, In8[: f(c)=7, isto é aequacdo f(x)=7 ¢
possivel no intervalo Jln 2, tn 8[.

Entao, existe um ponto pertencente ao intervalo 1ln 2, n 8[
tal que a area do tridngulo [0AB] é 7.

Como g é continuaem [a, b], entdo g tem pelo menos
um zero pertencente a la, bl se g(a)xg (b)<0.

g@xgh)<0 & (1-k)xk<0
< kEl-oco, 0[UI, +o0[

Tarefa 7

1.1.

1.2.

1.3.

Afuncao T é continuaem [8,25; 8,5].
7(8,25) =— 8 x 8,25e "% + 3193 e
T(8,5)=—8x8,5e 545 + 3~2,03.

Como T é continuaem [8,25; 8,5] e T(8,25)<2<T(8,5),
entao, pelo Teorema de Bolzano, conclui-se que
3c€18,25;85[: T(c)=2.

Conclui-se que entre as 8:15 e as 8:30 houve um instante
em que a temperatura atingiu os 2 °C..

Afuncdo T é continuaem [5; 5,5].
T(5)=—8x5e"%+3=-0,28 ¢
T(55)=—8x55e%>%1+3<0,19

Como T é continuaem [5;55] e T(5)<0<T(55),
entao, pelo Teorema de Bolzano, conclui-se que
Jc€15; 55[: T(c)=0.

Assim, conclui-se que entre as 5:00 e as 5:30 houve um ins-
tante em que a temperatura atingiu os 0 °C .

A temperatura atingiu os 0 °C, por exemplo, quando
t€[5,25; 53], isto é, entre as 5:15 e as 5:18.

Afuncdo f é continuaem IR.

Em particular, é continua no intervalo [- 6, —5].
f(=6)=—8x(-6)e 9 13<9671 e
f(~=5)=-8x(-5)e 9+ 3=490,3

Como f é continuaem [—6, —5] e f(-5)<500<f(6),
entao, pelo Teorema de Bolzano, conclui-se que
Jc€l-6, —-5[: f(c)=500.

Logo, a equacdo f(x)=500 ¢é possivel no intervalo
-6, —-5[.

Como ]-6, -5[C[-6, -5], aequacao f(x)=500 ¢é
possivel no intervalo [- 6, —5].

A afirmacéo | é falsa.
A representacdo grafica sequinte satisfaz as condicdes
dadas e nao tem zerosem 11, 3[.

A afirmacao Il é falsa.

A representacdo grafica seguinte satisfaz as condicdes
dadas e a funcao é continua em 11, 3[, mas, no entanto,
nao tem zerosem 11, 3[.

A afirmacéo Ill é falsa.

A representacdo grafica seguinte satisfaz as condicdes
dadas e a funcdo é continua em [1, 3], mas tem mais do
que um zeroem 11, 3[.

Y

2t

A afirmacao IV também é falsa.

A representacao grafica sequinte satisfaz as condicdes
dadas e tem dois zeros em 13, 5[.

Y

311 fx)=0 = (In(x+ 1) -lhx=0Ax>0)V

Vix-x+2?=0Ax<0)

S (Inx+N)=lnx Ax>0)V (x-x*—bx—-4=0 A x<0)
S x+1=xAx>0)V (xX-3x-4=0Ax<0)

S XE{IAX>0)VXE{}AXxL0) & xe{}

Entdo, a funcao h nao tem zeros.
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3.1.2.h(0)=0-(0+2?’=-4e h(1)=n2-Iln1=1ln2
Logo, h(0)xh (1) <0.

3.2. Nao é possivel aplicar o Teorema de Bolzano a funcao h no
intervalo [0, 1] porque h nao é continua para x=0.

lirra, h(x)=—4 e lirrgr h(x) =+ oo, logo h ndo é continua
X— X—
para x=0 pois nao existe lim0 h(x) .
x—
3.3. Como lirrgy h (x) =+ oo, conclui-se que a reta de equacao
x—

x=0 ¢é assintota vertical do grafico da funcado h.

Tarefa 8

1. R(t)y=0 << 6t-2tln(t+4)=0 <= t(6-2In(t+4))=0
S t=0VIn(t+4)=3 < t=0Vit+i=¢"
S t=0Vit=e’-4;t=0Vi=16
P(f)=0 < —0,05+0,6t*’=0 < t*(- 0,05t+0,6) =0
& tP=0V -0,05t+06 & t=0Vit=12
O passeio da Rita demorou cerca de 16 min e o do Pedro
demorou 12 min .

2. R(5)=30-101ln(9) e P(5)=-0,05%5°+0,6 x5°=8,75

Como P (5) —R(5) =0,72, conclui-se que, ao fim de 5
minutos, os dois amigos se encontravam a, aproximada-
mente, 72 metros um do outro.

3. P =R(t) < P(t)-R(t)=0.

Seja f afuncao definida por f(t)=P (t) - R (t).
f é continua em [4, 5] por ser a diferenca entre duas fun-
coes continuas.

f(4)==096 e f(5)=0,72
Como f é continua em [4, 5] e f(4)xf(5)<0, entao,

pelo Corolario do Teorema de Bolzano, conclui-se que
Jc€ls, 5l: f(c)=0.

Entao, a equacao P(t)—R(t)=0,
possivel em ]4, 5[.

ouseja, P()=R(t), é

Assim, conclui-se que os dois amigos se encontram entre o
4.° e 0 5.° minutos de percurso.

4. A Rita e o Pedro partiram no mesmo instante do ponto A,
no sentido norte-sul. Inverteram o sentido da marcha ao
fim de algum tempo e regressaram ao ponto de partida.

Os dois amigos encontraram-se nos instantes t, = 4,59 e
t,=10,91.

Da primeira vez que se encontraram deslocavam-se no
sentido norte-sul e da segunda vez que se encontraram ja
se deslocavam no sentido sul-norte.

Flokl Flotz Flakx W THOO
SM1BEE-Z2H1nCE+d Amin=g
wmax=16
=N - BSHEHEL B Ascl=1
z Ymin=@
wMr= Ymax=15
=My= Vacl=1
=Ne= Ares=1

TEMA 2 (cont.)

Inkersgckion
W=y EREZ08 Y=F . FAY4E0E o

bk seckion
108906241 LY=6.5049108 «

O passeio da Rita demorou cerca de 16 minutos e o do
Pedro demorou 12 minutos, tendo a Rita percorrido, apro-
ximadamente, 1688 m e o Pedro percorrido 2560 m .

Haxiraun Haxiraun
WEB.FZrEEEE LYSHNZRREYE o “=B

Tarefa 9

=iz.B

1.1.1. Xﬂrpoog(x):xﬂrrw n (x) =+ o0

1.1.2. Xﬂnjoog(x):xﬂrpoo(Z+2ex):2+2><0:2
1.1.3. Xin?]’g(x):xir%’ 2+2e)=2+2x1=4
1.1.4. Xirr[\yg(x):xirr& In (x) =— o0

1.2. As equacdes das assintotas do grafico de g sdo: y=2 e
x=0.

21. D=xER: x+120 =R\ {-1}

2.2. Aplicando o algoritmo da divisao inteira de polinémios, con-

X +3x+4

——=x+2+ .
x+1 x+1

clui-se que: f(x) =

2.3.1. lim f(x)= Llim (x+2+ >:+00+0:+oo
X—> 400 X—> 400

x+1

2.3.2. lm f()= lim (x+2+ 2 >:—<>o+0=—oo
X— —00 X— —00 x+1

2.4. Como lim

X—> +00

f(X)=+o00 e lim f(x)=—o0, ografico de
X—> —00

f nao admite assintotas horizontais.

2.5.1. lm f(x)= Llim <x+2+ 2 ):1+%:+oo
x— 1" x— 17 X

+1 0
. . 2
2.5.2. xE»n-]1*f(X)_x£n-11*<X+2+x+1>_1+F__°°

2.6. Aretadeequacdo x=-1 é assintota vertical do gréfico de f.

Tarefa 10
1. f(0)=4 e g(0)=2

Temperatura da substancia no inicio da experiéncia A: 4 °C

Temperatura da substancia no inicio da experiéncia B: 2 °C



>=+00+0=+oo e
x+1

2. lim f(x)= Llim <x+2+
X—> +00 X— +00

lim g(x)= lim (x+2)=+o00
X—>+00 X—>+00

Os resultados obtidos indicam que, se as experiéncias se
prolongassem no tempo, as temperaturas aumentariam
sempre, tendendo para +oo.

3. f()=x+2+ 21=g(x)+ e D=R:

X + X+ 1

Como x>0, conclui-se que 0< XL <2.

+1
Logo, f(x)>g(x), VXxED.

(em mimutos) 700 = =224 g0 =x+2 109~ 900
10 12,181 82 12 0,181 82
50 52,039 22 52 0,039 22
100 102,019 80 102 0,019 80
200 202,009 95 202 0,009 95
300 302,006 64 302 0,006 64

lin+1 (f(x) — g (x)) =0, o que significa que, com o decorrer
X— +00

do tempo, as temperaturas tendem a aproximar-se.

. X—2 . X—2
Al W= e = e
T |
Tx—>2 x+2 4
oXx=2 . X—2
lim f(x)= L = lim ————=——=
0= i e = a2 kv D)
- -1
x=2"x+2 4
Entdo, a reta de equacao x =2 nao ¢ assintota do grafico
de f.
. . x—2 —4
xﬂan Foo = xE»nJZ’ -4 0" e
. . x—-2 -4
xinjz* f(X) - XEIPZ* m B F Tree
Conclui-se que a reta de equacao x =— 2 é assintota do
grafico de f.
. . X—2 . X
55.2- XE’rT—]OOf(X)ix—LIVrPOO XZ—A 7){_“’@00?7)(_[1@00;70 €
. . X —2 . X . 1
xiToo )= xiToo x2—4 xﬂnjm? B xgrDoo x 0
A reta de equacao y =0 ¢é assintota horizontal do grafico
de f.
56.1. Sabe-seque lim f(x)=-3, logo, areta s é definida
X—> —00

pela equacao y=-3.

56.2.1. Por observacao grafica conclui-se que lirq+ f(x)=+oc0.
x—

f () 0-¢4
A Sl w
2-0

56.2.3. lim (F(x) - (2x-4))=0.

56.2.2. lim 2.
X—>+00

57.1. lim f(x) =+ o0 §7.2. lim f(9)=-oco
57.3. lim f()=2 57.4. lim_f(x)=— oo
575. tm ¥ _g 57.6. lm W _1

oo Tx x—teo X2
57.7. Xlirpm<f(x)—%—1>= lim <f(x)—<%+1>>:0

58.1.

58.2.

58.3.

59.1.

D,=(x€R: x¥*-4=0t=R\{-2, 2}

=3 +2x -24

xE»rDZ’g(X) :xE»nJZ’ X' —4 oo e
im g()= lim x3—3x2+2x_—24__°o
X_,72+g T2t Xz—[l - 0+ -

Areta de equacdo x=—2 é assintota vertical do graficode g.
X = 3%+ 2x _ i (x=2) (x*—x) _
A T x—>2 (X—Z)(X+2)_

900t

= i XZ_X_g_l
Tx—2 x+2 402

X8 =3C 2 (x=2) (X —x)
.90 =t 7 =\ w2

A reta de equacdo x =2 nao é assintota vertical do grafico
de g.

im g()= Llim X =3+ 2 _ lim X=
X—»—oog _x—._oo X2 — 4 _x—b—oo )(2 -
= lim (x)=-o0

X—> —00

lim (x)= lim w_ im :_
x—>+oog T x— oo Xt =4 T x— oo Xz_

= lim (x)=+o0
X—> +00

0 grafico de g ndo tem assintotas horizontais porque
lim g(x) e lirrg g (x) ndo pertencema RR.

X——c0 x— +00

Quando x — — o0

3_ a2
b= lim (g(x)—-mx)= i <X§’ﬂ - x)
X— —00 X——co -4

X
X =3+ 2x— X+ bx =3
= lim 5 = lim —=-3
X—> —00 X =4 X——00 X

A reta de equacdo y=x -3 é assintota obliqua do grafico
de g quando x — —oo.

De forma analoga se conclui que a reta de equacao y=x-3
também ¢é assintota obliqua do gréfico de g quando
X — + 00,

. . xX*=-2x 3
xinjff(x)_xﬂ»njf x+1 _F__oo
1-x2 0

dim, 100= i =g -

Nao existe lim1 f(x) porque limv f(x)# limv f(x).
X—— X— — X— —

©10)Ipg 03104 © THdOTIVINAN
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59.2.

60.1.

60.2.

60.3.

Logo, a funcao f é descontinuaem x=-1.

A reta de equacdo x=—1 é assintota vertical do grafico de
f porque lim17f(x)=—0<>.
X— —

. 1-x° =X
lim 5= lim =
x—+00 | + X X—+00 X

im 1)=-1

X—> +00

lim f(x)=

X—> +00

A reta de equacao y=—1 é assintota horizontal do grafico
de f quando x — +oo.

Quando x — —oco, f(x)=x—-3+ 3
X+

X - 2x +0 | x+1
—-xt - X x-3
-3x +0
3x +3

+3

Como lim (f(x)—(x-3)= Llim =0, conclui-se
X— —00 X— —00

x+1
que a reta de equacdo y=x—3 é assintota obliqua do gra-
ficode f quando x — —oo.

y==b S y=-t ly=Td
y=x-3 -1=x-3 x=2

As assintotas nao verticais do grafico de f intersetam-se
no ponto de coordenadas (2, —1).

Dy=fxER: x<TAX-120)V(x>1AX+1£0)=
:{XE|R: x<1TAxz1 Ax¢—1)\/(x>1/\xEIR)}:
=R\ {-1}

lim h()= lim -5 =21 o
x— -1 x——1" x> =1 0*
lim h()= lim -5 =1} oo
x——1" x——1" x* =1 0

Areta de equacdo x=-1 é assintota vertical do grafico de h.

: . X 1
i h =l P =g
2

. . 2
Xll’n}+h(x)—xl|m =5= 1

=1 x2+1

Areta de equacdo x=1 é assintota vertical do graficode h.

Quando x — —oo:
X3
) h (x) ) 2 _ ) 3

m= lim ——= Llim = i =

x——-oco0 X X— —00 x——00 X° — X

3

X

= lim =1

X—>—00 )(3

X3
b= lim (h()-mx)= lim <x2 1—x>=

X=X +x
DAL

lim l=0

X—>—o00 X

X
lim —=

X— —0o X

A reta de equacao y=x é assintota obliqua do grafico de h
quando x — —oo.

Quando x — + o0

lim h(x)=

X—> +00

lim (2)=2

X—> +00

. 2x s
lim — = lim —5-=
X—+00 X + X— 400 X

A reta de equacdo y =2 é assintota horizontal do gréafico
de h quando x — +o0o.

TEMA 2 (cont.)

61.

62.1.

D,={x ER: [x—1]#0t=R\{1}

Assintotas verticais

lim F()= tim —*— = oo
x—1" _)<—>1’|x—'||_04r

2
lim f()= lim - PN

Areta de equacdo x=1 é assintota vertical do gréafico de f.

Assintotas nao verticais

Quando x — —oco:

_Xx
— 2
me tim L0 Iy X
x——-0o0 X X— —00 x—»—ooX(—X+1)
2 2
= lim ——= lim 25=—1

x——00 — X" + X x—-00—X

2
b= lim (f(x)—mx)= Llim <X7+x>:
X— —00 X—> —00 |X— '||

X=X+ x

im X =-1
-x+1

X——00 — X

:x—l>—oo
A reta de equacdo y=-x—1 é assintota obliqua do gréfico
de f quando x — —oo.

Quando x — + o0

. |X—1|_ . X
e L L e 1

lim m:
X

X—> +00

m=

. . XZ
b= lim (f “*’"”ni%(m”)—
2 _ 2
= lim 22X X im X2y
X—>+00 x-=1 x— 400 X

A reta de equacao y=x+ 1 é assintota obliqua do grafico
de f quando x — +oo.

D;=R
Assintotas verticais

Como a funcdo f é continua em IR, o seu grafico ndo
admite assintotas verticais.

Assintotas nao verticais

Quando x — —o0:

M= lim
X

Mudanca de variavel:

Fazendo —x=y, vem y=—x.
Se x — —o0, entdo y — +o00.

Como m &R, conclui-se que n3o existe assintota ndo
vertical quando x — —oo.

Quando x — + o0

m= lim (¥ i 23T <2—3ef>=
x—+00 X X—> +00 X X—> +00 X
—2--% _2-0-2
+ oo



62.2. D,=

b: lim

(fx) -
(-3e7)=0

mx) = Xﬂmm (2x = 3e™ - 2x) =

= llm

X—> +00

A reta de equacdo y = 2x é assintota obliqua do grafico de
f quando x — +o0o.

Conclusédo: O gréfico da funcdo f admite uma Unica assin-
tota, a reta de equacao y=2x.

XER: xX*-4>0l=]-00, —=2]U[2, + 00l

Assintotas verticais

lim £ = lim (2x+VX* = 4)=—4
lim (0= lim. (2x+\VX*—4) =4

As retas de equacoes x=—2 e x =2 nao sao assintotas
verticais do grafico de f.
Como a funcao é continua no seu dominio, por ser a soma

de duas funcdes continuas, conclui-se que o seu grafico
nao admite assintotas verticais.

Assintotas nao verticais

Quando x — —oco:

. f(x) 2% +\/x2 —4
m= Llim ~ = lim ——m =

X— —00 X—> —00

lim {2+ =2+ lim
X—> —00 X x—»—00
- X 1—% i
=2+ lim =2+ lim (— 1—7>=
X— —00 X—* —00 X
=2+(1)=1
b= lim (fF)-mx)= lm (2x+VxX2—4—x)=
X—> —00 X—> —00

. . (x +\/x2—4) (x— xz—l;)
_ A _
= lim (x +V/x 4) = lim =

) X=X+ 4 . 4
= |lim = lim

4
e Y Y

Areta de equacdo y=x é assintota obliqua do gréfico de f
quando x — —oo.

Quando x — + oo

() X +VXE -4
m= lim —= lm ———=
x—400 X X—> 400 X
x2<1—%> N
= lim |2+——%/=2+ lim ——=
X—> +00 X Xx—>+00 X
X 1—%
. X . / 4
=2+ lm —=2+ l|m< 1——) 2+1=3
X—> +00 X X—>+00
b= lim (f()-m= lim (2x +Vx2 — 4 - 3x) =
X—> +00 X—> +00

= lim (VX¥—4d-x)= lim (V' -4 -x) (V- 4 +x)
T x— oo T x— oo \/m+x

. X — 4 —x* . —4 —4
= Llim = lim =
XN/ — b+ x TN b+ x Troo

63.1.

63.2.

63.3.

64.

A reta de equacao y=3x é assintota obliqua do grafico de
f quando x — + o0

Conclusédo: O grafico da funcao f admite duas assintotas,
as retas de equacdes y=x e y=23x.

0 grafico da funcao g(x)=f(x+ 1) pode ser obtido do
grafico da funcdo f através de uma translacdo associada
aovetor V(-1, 0).

Assintotas do gréfico da funcédo g:
y==—2ey==-3x+1+1 <= y=-3x-2

0 grafico da funcdo g (x)=f(-x) pode ser obtido do gra-

fico da funcao f através de uma reflexao em relacdo ao
eixo das ordenadas.

Assintotas do grafico da funcédo g :
y=—2ey=—3Fx)+1 & y=3x+1

0 grafico da funcao g(x)=1-f(x) pode ser obtido do
grafico da funcao f através de uma reflexdao em relacao ao
eixo das abcissas seguida de uma translacao associada ao
vetor v (0, 1).

Assintotas do gréafico da funcdo g:

- )+1 &= y=3ey=—FAU+N+1 & y=3x

D,=R

Assintotas verticais

2x°

xl—~rgx+2 Oe

i 9.9
Xll’na+g(x)=xl_|’na' (Inx=In(x+1)=—oc0—-0==00

A reta de equacdo x=0 ¢é assintota vertical do graficode g.
Assintotas nao verticais

Quando x — —oco:

2x°
2 3
m= tim S0 g X2 2
x—-oco X X— —00 x—-00 X° + 2X
= lim ZL_Z

X—>—00 )(3

b= llm (g (x)—mx)= Llim (27)(3—2x>=
x— =00 \x? + 2
3 _ 3 _ _ _
= lim ZOS2OSAX_ Ty ZA g
X—> —00 X:+ 2 xX—-00 X x——-00 X

A reta de equacao y=2x é assintota obliqua do grafico de g
quando x — —oo.

Quando x — + oo

g (x) lnx—ln(x+‘l):

m= Llim = lim
x— 400 X X—> +00 X
X+ 1
—(Inx+1)=1Ilnx) n X
= lm ————= lm ————=
X—>+00 X X—>+00 X
—ln(1+%) 0
= lim ——=—-=0
X—> +00 X + o0

©I0)1pg 03104 ® TIIDTIVINAN
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b= lim

X—> +00

= lim <—ln<x+1>>: lim {—ln(1+l>}:0
X—» +00 X X—> +00 X

Areta de equacdo y=0 é assintota horizontal do grafico de
g quando x — —oo.

(g (x) = mx) :Xﬂmm (Inx=1Iln(x+1)-0x)=

65. D,;={xER: x>0A1-lnx#0}=
={xER: x>0Ax=e}=R"\{e}
Assintotas verticais
. . 3 3 3
A 00 = limg, T—lnx 1-(-o0) +00
A reta de equacdo x =0 nao é assintota vertical do grafico
de f.
lim f(x)= lim 7—i—+oo e
x—e” Tx—e T-Ilnx 0%
lim ()= lim —— =3 —_ oo
x—e* x—e' T—Ilnx 0
Areta de equacao x=e é assintota vertical do grafico de f.
Assintota horizontal
. . 3 3
Am f) = im T T =0
Areta de equacdo y=0 é assintota horizontal do grafico de f.
66.1. D;={xER: x>0}=R"
Assintotas verticais
lim f(x)= lim (x+lnx)=-o00
x—0" x—0*
A reta de equacao x=0 é assintota vertical do grafico de f.
Como a funcao f é continua no seu dominio, o seu gréafico
nao admite mais nenhuma assintota vertical.
Assintotas nao verticais
S6 faz sentido averiguar a existéncia de assintota nao ver-
tical quando x — + oo porque D;=IR".
f(x -
m= tim 10 _ iy Zx*lnx_
x—+o0 X X—> +00
= lim <—1+”‘—X>=—1+0:—1
X—> +00 X
b= lim (f(x)—=mx)= lim (x+lnx+x)=
X— +00 X— +00
= lim (lnx)=+o00
X—> +00
Como b€&IR, conclui-se que ndo existe assintota nao
vertical.
Conclusédo: O grafico da funcdo f admite uma Unica assin-
tota, a reta de equacao x=0.
66.2. D,=R
Assintotas verticais
Como a funcao f é continuaem IR por ser o produto entre
duas funcoes continuas (uma afim e outra exponencial) o
seu grafico ndo admite assintotas verticais.
Assintotas nao verticais
Quando x — —o0:
f(x x
m= tim 29 m 2T i e —too
x——-oco X x——-00 X X— —00

TEMA 2 (cont.)

67.1.

67.2.

67.3.

67.4.

45

Como m &R, conclui-se que n3o existe assintota ndo
vertical quando x — —oo.

Quando x — + o0

m= tim 29 i 27 i e
X— 400 X x—+o00 X X—> +00
b= lim (FG)-mx)= lim (xe*—0x)= lim ~=
X—> +00 X—> +00 X— 400 @
- im =1 g

x—+00 @¥ 4+ 0O

X

A reta de equacdo y =0 é assintota horizontal do grafico
de f quando x — +o00.

Concluséo: O grafico da funcao f admite uma Unica assin-
tota, a reta de equacao y=0.

Di={xER: (x>0Ax+1>0Aln(x+1) =0)V
V(x<0Ax=#0)}=

={xER: x>0AXx>-1Ax20)V (x<0)}=R\{0}

1
X

Lin'[}if(x): Lin'[}i(e —x):O—O:D e
. . 1
. F0) = i, In(x+1) ot

Nao existe lim f(x) porque Llim f(x)# lim f(x).
x—0 x—0 x—0*

Logo, qualquer prolongamento de f a IR é uma funcéo
nao continua.

Seja g o prolongamento de f a IR que é uma funcao con-

tinua a esquerdade x=0.

Entao, lirr(w)i g (x) =g (0), ou seja,

g(0)= lim g (x)= lim f(x)=0.

—_— >
In(x+1) se x>0
0 sex=0
1
e“—x se x<0

Assim, g(x)=

Assintotas verticais

Como Xina f(x) =+ oo, aretadeequacao x=0 ¢é assin-
tota vertical do grafico de f.

Assintota horizontal

1 1

0= A e ) oo

X—>+00

A reta de equacdo y =0 é assintota horizontal do grafico
de f quando x — + o0

Assintota obliqua

Quando x — —oco:

f(x) ¥ —x

——==lim —~ = lim <e——1>:
X—>—00 X x——o00 \ X
1

= —1=0-1=-1
(0]

m= Llim

X—» —00

1 1
b= lim (f()-m9= lim (ex—x+x)= lim e =1

— —00

A reta de equacdo y=-x+1 ¢é assintota obliqua do gra-
ficode f quando x — —oo.
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68.1.

68.2.

69.1.

69.2.

0 dominio da funcao é IR . O possivel ponto de descontinui-
dade é x=0.

Lin?)’g(x): lin’(w)i(k—xex):k—O:k,

2
lim g((x)= lim LSSl

x— 0" x—0" x+1

=Teg(0)=k.

g écontinuaem x=0 seesose

lim g(x)= lim g(x)=g(0), ouseja,se k=1.
x—0 x—0"

A funcdo da familia que é continua em IR é a que esta
associadaa k=1.

X3
Sendo k=2, entao g(x):{ X+ 1
2-xe* << x<0

& x>0

Assintotas verticais

Xir%g x)=2 e Xirrg*g (x)=1, logo, a reta de equacao
x=0 nao é assintota vertical do graficode g .

Assintota horizontal

lim g()= lm (2-xe)=_lim <2+;—_’j>:2+0=2

X—» —00

A reta de equacao y =2 ¢ assintota horizontal do grafico
de g quando x — —oo.

Assintota obliqua

Quando x — + o0

x2+3X+1
2
. g(x): i x+1  _ x+23x+1_
x— 400 X X—> 400 xrteo XX
2
= lim X =1
X—>+00 X
‘ ) X+ 3x+1
b= lim (g (X)—mx)—xﬂ.”ﬂw<ﬁ_x>7
X +3x+1-x—x i 2
= lim ——M— =~ — |im —==2
m X+ 1 x— 400 X

A reta de equacdo y=x+2 é assintota obliqua do gréafico
de g quando x — +o0o.

Di={x€ER: xED,Af(x)#0}=
f

=xER: xERAxz2}=R\{2}

Assintota vertical
. 1 . 1 1
Jim. <7> () =lm o -t

Xll."} <17> (%) Xin; ) == logo, a reta de equa-

- . . . e -1
cao x=2 é assintota vertical do grafico da funcao a

Assintotas horizontais

(1 1
xiTw<7>(X)—xﬂTmm—i——§

A reta de equacao y=—% é assintota horizontal do grafico

da funcao 17 quando x — + 00

. 1 . 1
()00t g -

- R . . . .
0 grafico da funcao 3 nao admite assintota horizontal

quando x — —oo.

Proposta 1 <
f) 0 Fo) f(-2)
L T BT R Sy R S

A opcao correta ¢ a (B).

Proposta 2

1.1. lim (un):Lim<2—%>:2’, logo lim (f (u,)) = 6.

1.2. lim(v,) =lim(n’+1)=—o0, logo lim (f(v,))=-2.

1.3. lim w,) =lim 2+ =2", logo lim (f(w,)) =—oo.

1.4. lim (t,) = lim (log, n) =+ oo, logo lim (f(t,) =1.
(SN

enH

1.5. lim(s,) =lim

=0, logo lim (f(s,)=0.

2.1, g =2tk _o k=2
n+1 n+1

Se limf(z,) =— oo, entdo lim(z,) =2".

lim(z,)=2" < k-2>0 < k>2
Entao, lim f(z,) =— oo se, por exemplo, k=3.

2.2. Se limf(z,)=6, entdo lim(z,)=2".
lim(z)=2" < k-2<0 < k<2

Entdo, limf(z,) = 6 se, por exemplo, k=1.

Proposta 3

Se limf(u,) =—2, entdo lim (u,) =+ o0 ou lim (u,) =—oco.

A opcéo correta é a (C).

Proposta 4

1.1. lim (u,) = lim <2 +%>= 2%, logo

tim (g (u,)) = lim (1 +—= T o

up

1.2. lim(v,) =lim <2 - l) =27, logo lim (g (v,) =lim (2v,) =

n
=2x2=4.

2.1. Seja (u,) uma sucessdo qualquer de termos pertencentes

ao dominio de g tal que lim (u,) =1.

g(u,)=2u,, logo limg (u,) =limQ2u,)=2x1=2.

Assim, conclui-se que lim1 gx)=2.
x—r

2.2. Seja (a,) uma sucessao qualquer de termos pertencentes

ao dominio de g tal que lim (a,) =2*.

3 3 3
2=1+ =14+—=+00.
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TEMA 2 (cont.)

(@,)="1+ 3 logo 2 lim ! = lim ! S —i—+oo
glan) =1+2—5 "8 T (Fxg) (0 x—e ) xg () kx0T 07
. . 3 3 k<0
limg(a,) =lim{1+ =1+ =1+——=+00. .
a,—2 2" -2 0 3. lm (f-g)(0 = lim (F)—g () =f(b)-g(b)=0
Assim, conclui-se que lim X) =+ 00 .
que lim. g () g _gb)
L. lim =211
. b () 1 (b)
2.3. Seja (b,) uma sucessdo qualquer de termos pertencentes
ao dominio de g talque lim(b,)=2". >0
. X 0
g(b,)=2b,, logolimg(b,)=lim(2b,)=2x2"=4. 5. xl—»o*i((x)):%:_
Assim, conclui-se que lim g (x) =4. ) )
= 6. tim IO gy _afrberc o a0

_ _ _ _ x—+oo f(x)  x—too dXC +ext+fx+g  x—+oo dx®
3. Nao existe llng (x) porque Lm} g (x)# lln} g(x).
X— X— X—

. a
=AM, 5 =0
Proposta 5
1. 1<2—%<2,Vn€IN, logo Proposta 10
) X—h 5 (x=2)(x+2)
u:f<2—l>: LI =2n1. 1. XlE'nZQ(X)_X“—'mZX:*—XZ—ZX_xm(x—Z)(xz+x)_
" n 1 2n-1 2n-
25 X2 42
x—=2x'+x 6 3
A opcao correta é a (A). Calculo auxiliar
_ X=Xt = 2= (x—2) (¢ +x)
2. lim(v,,):lim<nn1>=lim<‘l—%)zf, logo o=t -2 0
2 2 2 0
tim (f(v,)) = lim (In (1 =v,)) = In (0") == o0 . ‘ : ; 0 0
A opcao correta é a (C).
) g . X —x? = 2x % x°
Proposta 6 SR e L W LU R
1. Seja (u,) uma sucessao qualquer de termos pertencentes - lim o -0
ao dominio de g tal que lim (u,) =3. T x—+te0o—X —00
Un
9 (up)=2-——", logo 3. im (Fxh) ()= lim (F(x)xh )=
n X—> —00 X— —00
. L U\, 3 _5 = lim f(x)x lim h(x)=
l|mg(u,,)—l|m<2 Un+1>_ 114 X x
5 = lim (-4)x lim (x+3x*+4) =
X—> —00 X— —00
Assim, conclui-se que lim g (x) =—.
x=3 4 =+ 00 X (- 00) =— 00

2. Seja (v,) uma sucessao qualquer de termos pertencentes
ao dominio de g tal que lim (v,) =+ oo.

[[ES]IS)

2
4 lim (fo(x)): lim — X =%

Yn ; - vy x—=2\h (x) x—-2—x" + 3¢ + 4
g(v,)=2- , logo limg(v,) =lim{2- =
v, + 1 L+ 0
% i x=2) (x+2) B
:lim<2—1+ 1 >:1+L=1+0=1 x==2 (X +2) X0+ 2¢ = x +2)
v, +1 + 0o
= | X=2 _-4_ 1
Assim, conclui-se que lim g(x)=1. x—-2-xX+ 2% -x+2 20 5
X—» +00
Calculo auxiliar
| Pég.52 | R
Proposta 7 -2 2 -4 2 —4
Se f é continuaem x=2 entdo Xli_rpzf(x):f(Z). ‘ -1 2 -1 2 0
A opcéo correta é a (C). X3+ h=(x+2) (- X+ 2X —x+2)
Proposta 8 5. lim (g-N(=_Llim (9()~7(x)=
E 26 0-6 N , - o2 )=
g X_ll’rpoo e :T:—3 A opc¢ao correta ¢ a (D). XE[DN(X? X = 2x = (X = 4))
= = lim (F-2X-2x+4)= lim xX=+o00
g Proposta 9 X—>+00 PRILNS
Q
z L gx) _ 0 ) X-4 -3
1. lim=—s=——-=0 . — = - - = =—
2 T T L R A Doy Pl D
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Proposta 11
1.

g é uma funcao quadratica cujos zeros sdo —2 e 5,
logo g(x)=a(x+2)(x=5).

g0)=m << a(0+2)(0-5=m < —-10a=m
&< a=-0,1m Logo, g(x) =—0,Tm (x + 2) (x - 5),

g(x)=—0,1mx*+0,3mx+m.

Proposta 12

1.

o 2B5-x 1 25 — X2 1
x—ll»rpoo g (x) __§<:>x—“»rpoo—0,1mxz+0,3mx+m_ 2
- X 1 -1 1
@xjinmi—o'lmx —5@_01”) §<=>m——20

25— % _ —(x=5) (x+5)
L = =
AN N S m e x=5)
(x+5) -10 100
<:>x“—>5—01m(x+2) B T
Am (f-g) ()= lim (f()~g())=
= lim (Vax? -9 - 2x)~=°
X— +00
- Um (Vax' =9 —2x) (Vax* -9 + 2x)
X0 Vax? =9 + 2x
29 _ 42 _ _
- lim I iy =% =9 g

X400\ [lx? — 9 + 2x
Vx =1 Vx =1

L ey L b

Or-)Oaet) o e

X0 \/hx? — 9 4 2x T

lloio

T 2 Wi ) e e e 1)
| R

=T+ 3) (Ve+1)

F)-V3 Vi -9 -V3
x—=V3  h(x) x—~f x° —3

_tim WA =9 \/3) (VA -9 +1/3)

llele

V3 (¢ - 3) (VA - 9 +V3)
- lim b’ -9 -3 -
V(- 3) (VX -9 +V3)

_ 40 - 3) . 4
= lim = lm — = =
V3 (2 - 3) (Vax =9 +V3)  V3INa —9 +1/3
L 2\3

Z\f 3
) 3x ) e 3 ( 3)X X2
x—ll»rpooh(x)_x—“»rpwxz—fi_x—ww{ X X3

=+o0oX]=+400

fx) im \/4)(2 -9

x—+00 g (x) X—> +00 x—LlToo N
|zx|w/ \/
= lim lim
X— +00 X—~+00

= lim 1—12:\/1—0:1
X—> +00 Lx’

ou seja,

Proposta 13

1.

X-8 ¢ (x=2) (¢ +2x+4) _
lim = lim——m—— =
x—2 X2 —2x  x—2 X(x—12)
X+ 2+ b 12
= lim—=—=46
xX—2 X 2
Calculo auxiliar
1 0 0 -8
2 2 4 8
‘ 1 2 4 0

=(x=2) (x*+ 2x + 4)

3
lim\/x+4— Eli (\/x+4—2)(\/x+4+2)_
x—=0 X *—=0 x( x+4+2)
. x+4-4
Sy S R o v e
. 1 1
= lim —=—

=0\/x+ 442 &

lim X2 -9 im 02-9(B+Vx+3)
=33 4/2x+3 73 (3-V2x+3) (3+V2x +3)
i K= (x+3) (3+V2x+3)

llolo

x—3 9 —(2x + 3)
im X3 (x+3) (3+V2x+3)
x—3 —2x+6 -
. (x=3)(x+3)(3+V2x+3)
= lim =
x—3 -2(x-3)
(x+3)(3+V2x+3) 6x6
= lim = =-18
x—3 -2 -2
= \/ —2) (VX*+1+2
im (V@r1-20 2 lim (X+ ) (Vo + 142
r=sse0 at Vi T+ 2x
. X2+ 1 — 4x? . —-3x*+1
= lim —= lm — =
XA+ 1+ 2x KT+ T+ 2x
—3x +1 —3x +1
X"+°° X—>+oo
[x? 1+ +2x /1+—+2x
—3x+7
= lim X o

X—> +00 1
T+—=+2
XZ

11818
™

. X .
lim ———— lim =
x—>—00 y /o2 _ x—>—00
s L
XZ
lim a lim u =
x| 1+%—3 —x,/1+%—3
X X
= lim ! -1 - 1
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P S . x(VX*+9+3) B
T3 T (Ve 9-3) (V9 +3)

x(V¥+9+3) im x(V¥+9+3)

lloio

x—I>U* xXX+9-9 x—0* '
VX +9+3 6
= |llm —m4m=—=+400
x—0* X 0t
lim(x + 2>=“m<x _ 2 >:
x=1\x=1 1-x*) x=>1\x=1 (x=-1(x+1)
Xrx-2 8 . (=1)(x+2) . x+2 3

QL e Y i S Ly e R LI R R Y

|x—5| 3 . -x+5 . - (x-5)
= lim = lim =
x—=5 x* =25 x—>5 (x=5)(x+5) x—5 (x-5)(x+5)

Proposta 14

1.1.

1.2.

1.3.

Por observacdo dos gréficos das funcées f e g, constata-se
que

lim f(=2, f(=1)=4, lim g()=1eg(1)==-1.

Entdo, as funcées f e g sdo descontinuas em x=-1
porque lim1f(x)¢f(—1) e limwg(x)¢g(—1).
X— — X— —

Assim sendo, a afirmacao é verdadeira.

lim (F+9) ()= tm (F(x) +9 ()=

=Xirrl1 f(x)+xirrj1g(x)=2+1 =3 e

(F+g) N =fEN+gEN=4+(1)=3

Como XinL (F+9)(x)=(f+g)=1), afuncdo f+g é conti-
nuaem x=-1.

Assim sendo, a afirmacao é verdadeira.

lim (F+9) () = lim (F() +9 (%) =

:Xli_rp1 f(x)+xliﬁw1g(x):2+1:3 e
f+9)()=f(M)+g()=4+2=6

Como Xli_rm (f+ g)(x) # (f+ g)(1), afuncao f+g é desconti-

nuaem x=1.

Assim sendo, a afirmacao é verdadeira.

Por exemplo, a funcao h definida por
2 sexzl Axz-1
h(x)=4-2 se x=-1

1 se x=1

Neste caso, a funcdo g x h é continua porque
(gxh)(x)=2,VxER.

NEMA12CPR2 - FO4

TEMA 2 (cont.)

Proposta 15
1. D={x€ER: x>4AxX-16x20)V
VX=4V (x<hA8#0)=
=xER: x>4AXx#0AXELAXE—L)V
VXx=4V (x<bAx#0}=R\{0}

2 _
2. lim f(x)= llm %=U , logo a reta de equacao
X—> —00

y=0 é assintota horizontal do grafico de f quando

X — — 00,

' V-2 o (Vx-2) (Vx+2) _
XH’TOQ f(x)= Llr_Poo ¥ — 16x X_l',rpmm_
= lim x4 =
X400 (= 4) (x + 4) (Vi + 2)
1 1

= lim —— 1 -1 _g
roEeoy (x+4) (Vx+2) TR

A reta de equacao y=0 também é assintota horizontal do
gréfico de f quando x — +oco.

Conclui-se, entdo, que o grafico da funcdo f admite uma e
uma s6 assintota horizontal, a reta de equacao y=0.

3. Existe lim f(x) se Llim f(x)= lim f(x) e f é desconti-
x—4 x—4 x— 4"
nuaem x=4 se [imAf(x)¢f(4)_

. . kKP-6 K*-6
xll'n}»’f(x)_xﬂm’ 8 32

o Vke2 (Va2 (Ve D)
A= I T T e oo e )
. X—4
m =
X (x— &) (x + 4) (Vx+ 2)

1 1

= lim ————=——
=y (x+4) (Vx+2) 12

. k-6 1 2 _
Xll’n}f(x) Um f(x) < 2 128 & hkT-24=1
25 5 5

2 _ 49 2vk=-2

& ki= 7 = k > k >
5 5 - . .

Se k=§\/ k=—§ entao f é descontinua em x=4 porque
. 1 5
A =g A0 =7

Proposta 16

1. lm f()=lim (¢x27)=1x2" =%

||cm:.

Um f(x)=

R
- -1 (Vx+3 2) — im =1 (Vx+3+2) _
x— 1% ( /x + 3 2)(\/ +2) T x—1t X+3-4

= [mlL M:xin?+(\/x+3+2):4

lloio

Nao existe lim f(x) porque lim f(x)# lim f(x).
x—1 x—1 x—1



a funcao f nao é continua em

2. Como nao existe lim1 f(x),
x—
x=1.

3. lim f(x)_ le (*x2M=1%x2¢e f(-

x— -1

N=1x2=2
f é continuaem x=-1 porque lim1f(x)=f(— 1.
X——

1o VB+2
(V5-2)(V5+2)

5+2

llm f(x)= lim

Ve
_VB+2

5-4

5+2e

1
f(2) = =
2 o2

f é continuaem x=2 porque lim2 f(x)=£(2).
x—

4. Se a<1 entdo lim f(x)= lim (*x2)=a’x2" e
X—a X—a
f(a)=a*x27°.

f é continuaem x=a porque lim f(x)=f(a).
X—a

a-1
Se a>1 entdao lim f(x) = lim
e EVx+3 \/a+37

a-1
Va+3-2

f é continuaem x=a porque lim f(x)=
X—a

f(a) =

f(a).
Conclui-se, entao, que se a# 1 a funcao f é continua em
x=a.

Proposta 17

Vamos estudar a continuidade das funcoes f e g para
t =4 porque é o Unico ponto onde as funcoes podem ser
descontinuas.

tlin} f(t)= tlin} (8+5tx2=8+20x2?%=

1
=8+20x e 13
lim £() = lim 02£+162)=-02x4+162=13
f é continua para t=4 porque tlin} f(t)= tlirr[]* f(t)y="F(4).

Jlim g () = lim. (8 + log, (6t + 8)) =8 + log, (32) =

=8+5=13

0
_ 3t-120 ,  (3t—-12)(Vt+2)
A9 0= T ) i)
-t S i v 12

g é descontinua para t=4 porque tLirr} g (t)# tlin} g ().

Conclui-se que a funcdo que nao corresponde a evolucao da
temperatura do liquido durante a experiéncia é a g porque
é descontinua para t=4.

Proposta 18
X+ x—2
X — 4

11818

1.  lim g()= lim

X—> +00 X— +00

2. lim g (x)= lim log, (6 - x) =log, 4 =2

X—2"
=2y (x+ 1)
A D)

lloio

. X +x-2
xl—lvrg‘g(x)_xl—lrg* XZ—A

x+1
m
T X+2

_3
4

Nao existe lim g (x) porque Llim g(x)# lim g (x).
x—2 x—2 X—»2*

Logo, a funcao é descontinua em x =2 . Entao, a funcao é
descontinua qualquer que seja o valor de k.

3.1. g écontinua a direitade 2 se limr gx)=9g(2).
X

3 _ 3
f—r 2221 K p— 1—k21092<z>

9(2)
& —-k=-1+1log,3

& k=3-

Hmog ()=
-log,4 <= —k=-1+10g,3-2
log, 3

3.2

g é continua a esquerda de 2 se Lirr; gx)=g(2).

Lin}’g(x):g(Z) S 2=20"" = 1=1-k & k=0

Proposta 19

A opcéo correta é a (D).

Sendo f e g duas funcdes continuas em IR, a funcao
g —f também é continua em IR por ser a diferenca entre
duas funcdes continuas.

Em particular, é continuaem [2, 3].
(9= (2)=9g(2)—1(2) >0 porque f(2) <g(2).
(g-f@)=9g(3)—f(3) <0 porque f(3)>g(3).

é continua em [2,3] e
entdo, pelo Corolario do Teo-

(g-NH(=0.

Assim, conclui-se que a funcao g —f tem pelo menos um
zero no intervalo 12, 3[.

Como a funcdo g-f
(9-H(@2)x(@-HE) <0,
rema de Bolzano, 3c €12, 3[:

Como o intervalo ]2, 3[ esta contido no intervalo [2, 3],
entdo conclui-se também que a funcao g—f tem pelo
menos um zero no intervalo [2, 3].

Proposta 20

1. | — Por exemplo: Il = Por exemplo:
y
Bf------- .
24—
0 1 3 X X

Il — Por exemplo:

y
5
2
L]
o 1 35 X

2. Tendo em atencao o Teorema de Bolzano, conclui-se que a
funcdo é necessariamente descontinua em [1, 3] nas
situacoes | e lll.

©I0)1pg 03104 ® TIIDTIVINAN



NEMAI12CPR2 @ Porto Editora

Proposta 21

1.

Afuncdo f é continua em IR porque é polinomial.

Entdo, f é continuaem [0, 1].

f0)=2e f(N=1-3x12=1+2=-1

Como f é continuaem [0, 1] e f(2)<0<f(1), entdo,
pelo Teorema de Bolzano, conclui-se que
Jcelo, 1[: f(c)=0.

Entdo, a funcao f tem pelo menos um zero pertencente ao
intervalo ]0, 1[.

Recorrendo as capacidades gréficas da calculadora pode-
mos comecar por determinar o zero da funcao que per-
tence ao intervalo 10, 1[.

Flokl Flotz Flekx W THOOL
S EESG-FHE-HE2 Emin=8
wNe= Amax=1
wMe= mscl=1
sNy= Ymin=-4
“Ne= Ymax=4
WMWe= Yeaol=1
wMNa= Ares=

EE‘“—H

—

ZaFa
W= F1Bz117 V=0

Entdo, por exemplo, o intervalo 10,7183 ; 0,7184[ satisfaz
as duas condicoes dadas.

Proposta 22

1.

fX)=x & 2+lnx=x <& 2-x+lnx=0

Consideremos a funcao g definida por g(x) =2 -x+ lnx.
A funcdo g é continua em IR* porque é a soma de duas
funcoes continuas, uma afim e outra logaritmica.

Entdo, em particular, g é continuaem [3, 4].
g@B)=—1+In3=0,1e g(4)=—2+Inb=-0,6

Como g é continuaem [3, 4] e g(3)xg(4) <0, entdo,
pelo Corolédrio do Teorema de Bolzano, conclui-se que
dce€l3, 4l:g(c)=0.

Entdo, a funcao g tem pelo menos um zero pertencente ao
intervalo 13, 4[, isto é, o gréfico de f interseta a bissetriz

dos quadrantes impares num ponto de abcissa pertencente
ao intervalo 13, 4[.

A funcdo f é continua em IR* porque é a soma de duas
funcdes continuas, uma afim e outra logaritmica.

Entdo, em particular, f é continuaem [e, + oo .
f(e)=2+lhe=3 e Llim f(x)= lim (2+lnx)=+o00
X—> +00 X—> 400

Seja k um numero real pertencente ao intervalo Je, +oof.

Como f écontinuaem [e, +oo[ e f(e) <k , entdo, pelo
Teorema de Bolzano, conclui-se que:

dc€le, +ool: f(c)=k.

Logo, a equacdo f(x) =k é possivel no intervalo Je, +oo[.

TEMA 2 (cont.)

Proposta 23

Afuncdo f é continuaem IR, logo é continuaem [a, b].
Como f é continuaem [a, b] e f(a) <g(b) <f(b),

entao, pelo Teorema de Bolzano, conclui-se que

Ix,€la, bl: f(x)) =g (xo) -

Entdo, a equacdo f(x) =g (b) é possivel no intervalo la, b[.
Logo, também é possivelem [a, b].

Sendo f e g duas funcdes continuas em IR, a funcao

f—g também é continua em IR por ser a diferenca entre
duas funcdes continuas.

Em particular, é continuaem [a, b].

(f-g)(a)=f(a) — g (a) > 0 porque f(a)>g(a).

(f=9g)(b) = f(b) — g (b) <O porque f(b) <g (b).

Como a funcdo f—g écontinuaem [a, b] e

(f—g) (@) x (f—g) (b) <0, entao, pelo Corolario do Teorema
de Bolzano, 3x€la,bl: (f-g) (x)=0.

Assim, conclui-se que a funcao f—g tem pelo menos um
zero no intervalo la, bl.

Logo, tem pelo menos um zero no intervalo [a, b].

Sendo f e g duas funcdes continuas em IR, a funcao g

também é continua em IR por ser o quociente entre duas
funcdes continuas (em que f naose anulaem [b, cl).

-

Em particular, é continuaem [b, c].

9) (py= 90
<7>(b)— £(b) >0 porque g(b)>0 e f(b)>0.

<%>(c):%<0 porque g(c)<0 e f(c)>0.

Como a funcao g é continuaem [b, c e

<%> (b) X(%) (c)< 0, entdo, pelo Corolario do Teorema de

Bolzano, 3x€1b, cl: (%) x)=0.

Assim, conclui-se que a funcao Qf tem pelo menos um zero
no intervalo 1b, cl.

Logo, tem pelo menos um zero no intervalo [b, c].

fx)>0,Vx€la, bl e g(x)>0,Vx€Ela, b], logo
(fFxg)(x)>0,Vx€Ela, b].

Afuncdo fx g n3otem zeros no intervalo [a, b].

Proposta 24

Afuncao f é continuaem IR, logo é continuaem [2, 3] e
em [-3, -2].

Sendo f uma funcao impar, sabe-se que f(2)=-f(-2) e
que f(-3)=-1(3).

Conclui-se entao que:

f(2)xf(3)=—f(-2)xf(3)<0 e
f(-2)xf(=3)=f(-2)x(-f(3)=—f(-2)xf(3)<0.
Como f é continuaem [2, 3] e f(2)xf(3)<0, entdo,

pelo Corolario do Teorema de Bolzano, conclui-se que
Jce€l2, 3[: f(c)=0.



Como f é continuaem [-3, -2] e f(-2)xf(-3)<0,
entao, pelo Corolario do Teorema de Bolzano, conclui-se
que 3d€1-3, -2[: f(d)=0.

Logo, a funcao tem pelo menos um zero pertencente ao inter-
valo ]2, 3[ e outro pertencente ao intervalo ]- 3, — 2[.

Proposta 25

lim T:m[:Z . Como a reta de equacao y=2x ¢é

assintota do grafico de f, liT (f(x)—2x)=0.
X—> +00

A opcao correta é a (B).

Proposta 26
Areta s de equacdo y=2 é assintota do graficode g, de
dominio IR~, logo Xﬂ@m# =m,=0.

A opcao correta ¢ a (D).

Proposta 27
Di={x€ER: x>0V (x<OAx-1#0}=R

Assintotas verticais

_ _ . . [
g 100 = lig (09 =—co el 1) =, lirg 5= =-1

A reta de equacdo x=0 é assintota vertical do gréfico de f
porque lirT(\y f(x)=—o0.
x—

Como a funcdo f é continua em IR\ {0}, o seu grafico ndo
admite mais assintotas verticais.
Assintotas nao verticais

Quando x — — o0 :

. f(x) . x—=1 . e 0
m= lim —= Llim lim —=——
x——00 X x—-co X x—-c0 X (x—1) +o00

. . e*
= lim (f(x)=mx)= lim —0x|=
b Aim (f (%) X) im (X_1 0x>

- im -9 g
x——-00 X — 1 — 00

Areta de equacao y=0 é assintota horizontal do grafico de
f quando x — — oo
Quando x — + 00

f
m= tim 29~ iy, X g

x—+o00 X xX—+o00 X
b= lim (f(x)—=mx)= lim (lnx—-0x)=
X—» +00 X—> +00

= lim (Inx)=+o00

X—> +00

Como b & IR, conclui-se que nao existe assintota ndo ver-
tical quando x — + oo

Conclusdo: O gréfico da funcdo f admite duas assintotas,
as retas de equacoes x=0 e y=0.

Proposta 28

0 grafico da funcao f(x) =g (— x) pode ser obtido do grafico
da funcao g através de uma reflexao em relacdo ao eixo
das ordenadas.

Assintotas do grafico da funcdo f: x=—2 e y=—2x.

A opcao correta é a (B).

Proposta 29

1.

0 gréfico de f nao admite assintotas verticais porque a funcdo
¢ continua e tem dominio IR .

im (f(x)—2x)= lim (X¥e™+2x-2x)= lim (x¥*e™)=
X—> +00 X— +00

X—> +00

Conclui-se que o grafico de f tem pelo menos uma assin-
tota obliqua (y=2x).

Proposta 30

1.

Como lim f(x)=+o00 e Llim (f(x)—x-3)=0,
x—1" X— +00

conclui-se que as retas de equacdes x=1 e y=x+3 sao
as assintotas do grafico de f.

x=1 x=1
=4
y=x+3 y==4
As assintotas do grafico de f intersetam-se no ponto P(1, 4).
y=x+3 éassintota do grafico de f, logo sabe-se que

fx)
X

=1 eque lin;\ (F(x)—x)=3.

lim <5—x2f(x)>: lim (%_xfﬁx))z
X—> 400 X X— 400 \ X' X

lim (%—M>=0—1:—1

X X

Proposta 31

1.

D=

XER: X >0Ax+120=
x+1

=]-00, —1[U]0, + oo[

ﬁm &S (k>0AX+1>0)V (x<0Ax+1<0)
&S x>0AXx>-1)VEX<0OAXx<-1)

S x>0Vvx<-1

Assintotas verticais

. . X
i 109 = i ({255 ) == em

. . X
xhnj1 f(X)_xirm (ln<x+1>)—+<>°

As retas de equacoes x=0 e x=-1 sao assintotas verticais
do gréfico de f.

Assintotas horizontais

. . X . X
Xﬂ’njoof(x)—xirpooon <x+ 1>>_ln <X£@w<x+ 1>>_
=ln< lim <5>>:1n1:0

X—>—oco \ X

. . X . X
Xﬂvrpoo f(X) - XEPTOO <Ln <X + 1)) - ln (xﬂryoo <X =+ 1)) -
=ln< lim <1>>:1n1:0

x—+00 \ X
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Areta de equacao y=0 é assintota horizontal do grafico de
f quando x — — oo e quando x — +oco.

Conclusdo: o grafico de f apenas admite apenas assintotas
paralelas aos eixos coordenados.

3. un:nf(n):ntn< n >:ln< n >:Ln<n+1> =
n+1 n+1 n
:ln<1 +l>7
n
. . 1\ . 1\
lim un=llm{ln<1 +—> }=ln[llm<1 +—> }=
n n
1 n\ -1
=ln{[im<<1+;>> }=ln(e‘1)=—1
Proposta 32
2 2
1. g(a)=[n5<:>ln<283$>=n5<:>¥=5
& 2a°+a-15=0 & a:%Va=—3
. 5
Como a>1, conclui-se que a:E.
5
hx—+1
,(§>=L=ﬂ oue B(E l)
2 2X<§>Z+§ 15 29 P\2" 15)
2 2
2.1. Afuncdo g é continua no seu dominio porque é a composta
entre duas funcoes continuas.
Entdo, g é continuaem [5, 6].
2x5°+5 55
g(5)—ln<f>—ln<i>~2,91 e
2
9(6)=1n (%) —In (26) = 3,26
Como g é continuaem [5, 6] e g(5) <m<g(é), entdo,
pelo Teorema de Bolzano, conclui-se que
Ja€l5, b6l:g@=m.
Entdo, existe um a €15, 6[ para o qual a area colorida da
figura éiguala m.
2.2. Sabe-seque AD=a-1, AB=f(a) = 4a2+1 e
o 5 2a®+a
CO=f(1)==.
=3
Como a funcdo h acadavalorde a, a>1, faz correspon-
der a area do trapézio [ABCD], ent3o:
5 4a+1 10a%+5a + 12a +3
2 2
R A R  CRUE
2 2
_10a’+17a+3 x(a-1)=
T 123%+ 6a B
_10a°+17a* +3a —10a° = 17a - 3 _
B 12a% + 6ba B
_10a° + 7a*— 14a -3 _
B 12a% + 6ba B
(108 +17a+3)x (a—1) _
B 12a% + 6a B
(108" +17a+3)x (a—1) _
B 12a% + 6a B
_108° + 178’ +3a — 10a* — 17a =3 _ 108° + 7a’ — 143 - 3
12a% + ba 12a% + ba

3.

TEMA 2 (cont.)

53

A equacao que traduz o problema é g (a) = 0,25 h (a) .
Recorrendo as capacidades graficas da calculadora, tem-se:

Flotl Flotz Flotz WIHOON
SYABLNCCZHE R AT Amin=1
2 Anax=48
=WMeEE 250 01K+ wacl=5
Tre=1dx-30-(12Ke Ymin=g
HEA D Ymax=g
wWr= Vaol=1
=Huy= nhes=

Inkersection
HEZ0.BZ0N1Y LYSENFEH0EE

Logo, conclui-se que a = 30,92.

PARA AVALIAR 2
Parte 1 - Questoes de escolha multipla

1.

2.1.

2.2

Por observacao grafica conclui-se que se lim g (u,) =— oo,
entao lim (u,)=2".
2n?
O termo geral de (u,) pode ser u, =7
A opcéo correta é a (D).

Como f é uma funcao de dominio IR* e a reta de equacao
y =—3 é assintota do seu grafico, sabe-se que
n (%)
lim _f(x)=-3. Logo, Xm}wwzgﬂ 0o
A opcao correta é a (A).
f(x) -3

lim =
x—+o00 @~ % 0*

=— o0 . Aopcao correta é a (B).

0 grafico da funcdo g (x) =f (- x) pode ser obtido do grafico
da funcdo f através de uma reflexao em relacao ao eixo
das ordenadas.

Se a reta de equacao y=x+ 3 ¢ a Unica assintota do gra-
fico de f entao a Unica assintota do grafico de g é a reta de
equacao y=—-x+3.

A opcao correta é a (A).

Sendo as retas de equacdes x=—1 e y=2x—-1 as assin-
totas do grafico de f, de dominio ]-1, +oo[, entdo

f
sabe-se que lim f(x)=xoo, Llim ﬂ:
x—=1" x—+00 X

2,
lim (fx)—2x)=—1e Llim (f(x)—2x+1)=0.

X— +00 X—> +00

A opcéo correta é a (C).

Como lirrai h (x) # Li”3+ h(x) , conclui-se que nao existe
X— X—

lim0 h(x) . Logo, a funcdo h nao é continuaem x=0, o
que permite excluir as opcoes (A) e (D) pois a funcdo h nao
é continua nos intervalos [-1, 1] e [0, 1].

1 1 2
h(Y)==-2ln1==e h(Q)==-2ln2=-0,72, |
()3 n 3e ()3 n 0,72, logo, o
Teorema de Bolzano permite garantir a existéncia de pelo
menos um zero da funcdo h nointervalo 11, 2[ porque h

é continuaem [1, 21 e h(1)xh(2)<0.
A opcao correta é a (B).
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Parte 2 - Questoes de desenvolvimento

1.1.

1.2.

1.3.

2.1.

2.2

lim 700 = lim A=Y2=X 3y (12V2-0(14V2-x) _
x—1 x—1 x -1 x—1 (X—1)(1+ 2—X)
= lim 1_(2_X) = lim x—1 _
U= (1+V2=x) =T x=1)(1+V2-x)
1 1

= lim ———=—

2o 2

f é continua a esquerda de 1 porque Lirqi f(x)="F(1).
x—r

x(x2=1)
A =) (x+2)

lleio

xl—l»nq*f(x):xl—l»n}* X+ x-2 -

i X(x=1)(x+1)

=1 (x=1) (x+ 2)

x(x+1)=2

X+2 3

x—1"

Como lin}f(x) # lin'11+f(x) , conclui-se que nao existe
X— X—

lim f(x) .

x—1

A funcdo f nao é continua em x =1
lim1 f(x).
x—

porque nao existe

Por exemplo, a funcao g definida por g (x) = i

2%
lim (Fxg) ()= lim (F()xg(x)=
X—> +00 X—> +00
- im (fix 7>_ lim X=X _
Tx—oteo\ X2 4 x—2 " 2x)  x—teo 23+ 2% — bx

= Am oe=3

A funcao f é continua em IR porque é a diferenca entre
duas funcdes continuas (uma linear e outra exponencial).

Entdo, f é continuaem [0, 1].
f(0)=0-e"=-1 e f(1):1—e’1:1_%zg|632

Como f é continuaem [0, 1] e f(0)xf(1)<0, entdo,
pelo Coroléario do Teorema de Bolzano, conclui-se que
Jcelo, 1[: f(c)=0.

Assim, a equacdo f(x) =0 tem pelo menos uma solucao

pertencente ao intervalo 10, 1[.

Assintotas verticais

Como D;,=IR e f é continua em IR, o seu gréfico nao
admite assintotas verticais.

Assintotas nao verticais
Quando x — —oo:

m= tim 19 _ iy X=

x—-00 X

J J
= lim (17e—>: lim <1+e—>:+oo
y—> +00 -y y—+oo y

Mudanca de variavel:

Fazendo —x=y, vem y=—x.
Se x — — o0, entdo y — +00.

Como m & IR, conclui-se que n&o existe assintota ndo ver-
tical quando x — —oo.

3.1.1.

3.1.2.

3.2.

Quando x — + 00
m= Llim M— lim Xx—e
x— 400 X X—> +00 X
= lim (1—e7>:
X—> +00 X
= _L:1_ =1
+ 00
b= lim (f(x)—=mx)= lim (x—e™—=x)= lim (-e™)=0
X—> +00 X—>+00 X—>+00

A reta de equacdo y=x é assintota obliqua do gréfico de f
quando x — + 00

Conclusdo: o grafico da funcao f admite uma unica assin-
tota, a reta de equacao y=x.

Di={xER: x>0A1+lnx=0}=
={xER: x>0/\x¢e”}:IR*\[%}

Assintotas verticais

S lm—2 =2 _ 2
Tx—=0 T4+lnx T+(-o0) —oo

xll»na* f(X)

A reta de equacdo x =0 nao é assintota vertical do grafico
de f.

. . 2

fmy Fe) =limy o =g e
. . 2 2
R L T S

A reta de equacdo x = % é assintota vertical do grafico de f.

Assintota horizontal

S6 faz sentido averiguar a existéncia de assintota horizon-
tal do gréfico de f quando x — + oo porque

D,= IR*\{%] .

lim f(x)= Llim 2 2 =0
X—> +00

x—+o00o T+ lnx +o00

A reta de equacdo y =0 é assintota horizontal do grafico
de f.

Conclusdo: o grafico da funcdo f admite duas assintotas,

as retas de equacoes x :% ey=0.
Seja g a funcao definida por g (x) =f(x) —x.

. . 1 .
g ¢é continua em IR*\[E} por ser a diferenca entre duas

funcoes continuas.

Em particular, é continua em [1 , \/g] .
gM=FfM-1=2-1=1¢e

g(Ve)=1(Ve) -vVe=—2— ve=£ oo

1
1 —
"2

Como g é continua em [1 , \/g] e g(1)><g(\/€)<0 ,
entao, pelo Corolério do Teorema de Bolzano, conclui-se que

Elc€]1 ,\/E[: g(c)=0.
Entdo, a equacdo f(x) —x=0, ouseja, f(x) =x, épossivel

em ]‘I,\/g[.

Logo, o grafico da funcdo f interseta a bissetriz dos quadran-
tes impares num ponto de abcissa pertencente ao intervalo

I vel.
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3.3. 0 problema pode ser traduzido pela condicdo
IxeD,: f(x):g.

Recorrendo as capacidades graficas da calculadora, tem-se:

Flotl Flokz Flot: 1) THOO

SYIEZC1+HIRCH D Amin=g

sNeBEAZ AMaxE=0

== ascl=1

=Ny= Ymin=-7

=Ne= YmaxE=y7

~Me= Vacl=1

e = Hres=1

\ Interseckion

HoEZZIM0PL ¥I1.1117026

Logo, conclui-se que x=2,22.

4. Sendo f e g duas funcdes continuas em [a, b], afuncdo
h=f-g também é continuaem [a, b] por ser a diferenca
entre duas funcdes continuas.

h(a)=(f-9)(@="(a)~g(a) <0 porque f(a) <g(a).
h(b) = (f—g) (b) = (b) — g (b) > 0 porque f(b)>g (b).

Como a funcdo h é continuaem [a,b] e h(a)xh(b) <0,
entdo, pelo Corolario do Teorema de Bolzano,
Jc€la, bl: h(c)=0.

Assim, conclui-se que a funcao h=f-g tem pelo menos
um zero pertencente ao intervalo Ja, bl.

Tarefa 11

1.1. d()=88 < —2t*+90t=88 < -2t +90t-88=0
S t=1Vit=44

Como 0<t<5, conclui-se que t=1.
d()=2125 & -2t +90t=2125
& —2t2+90t-2125=0 < t=25V t=425
Como 0 t<5, conclui-seque t=25.
A situacdo representada em | ocorreu as 10 h e a situacdo
descrita em Il ocorreuas 11 h 30 min.
1.2. d(f)=252 <& - 22+ 90t = 252 < — 2t* + 90t — 252 =0
& t=3Vit=42
Como 0 t<5, conclui-se que t=3; V:Z—S)Z:BA km/h .

Avelocidade média foi de 84 km/h .

1.3. Nao, porque na figura IV o conta-quilémetros marca
352,8 km e d (5)=400.

d(2)-d©) 172-0
2 2

Significa que, nas duas primeiras horas de viagem, o
Ricardo percorreu, em média, 86 km por hora.

86

d(5)-d(3) 400 -252 e d(5)-d(0) 400-0 _
2 2 5 5 T
A afirmacao é falsa. A velocidade média nas duas ultimas

horas de percurso é de 74 km/h e de todo o percurso é de
80 km/h .

80

TEMA 2 (cont.)

d(4)-d(1 328 — 88
PPV TS TUR: -2

=80 km/h

5. umd(t)_d“): lim

t—1 t—1 t—1

—2(t - 1) (t - 44)

-2t + 90t — 88
t—1 B

:r“—»m1 — :[m(—2t+88):86
— — 2 —
lim d(4+h)—d(4) — lim 2(4 + h)* + 90(4 + h) — 328 _
h—0 h h—0 h
. —32-16h—2h*+ 360+ 90h — 328
= lim =
h—0 h
. —2h*+74h . h(E=2h+74)
=1l = lim =
h—0 h h—0 h

No instante em que tinha decorrido 1 h de viagem, a velo-
cidade era de 86 km/h e no instante em que tinham decor-
rido 4 h avelocidade erade 74 km/h .

6. Nao. No instante em que se completaram duas horas de
viagem a velocidade era de 82 km/h .

_ _op _
md(t) d(2):lm 20+ 90t - 172 _

Li

t—2 t—2 t—2 t-2
—2(t—2)(t— 43
- lim A== (2t + 86) = 82
t—2 t—2 t—2
Pag. 64
70.1. tmuwv.g 4= CW-CO _276-3__ 0,06 €/més

4-0 4

Nos primeiros quatro meses as acoes desvalorizaram, em

média, 0,06 € por més.

C()-C(4) 276-276
6-4 2 -

A afirmacao é falsa. Apenas se pode afirmar que a cotacdo

das acoes no final do 4.° e do 6.° més é a mesma.

70.2. tmuv., = 0

71.  Por exemplo:

I

LR

o

I
~

<

f(x))=f(x) ax;+b-ax;—b
X=X X1 = Xo

72. tmv,, =

ax;—axy a(x;—xp)
= =3
X1 = Xo X1~ Xo

73. A afirmagao | é falsa. Se t.m.v., , >0 apenas se pode
concluir que f(b) >f(a).

A afirmac3o Il é verdadeira. Se f é crescente em [a, b]
entao f(b) >f(a). Logo, t.m.v., ,>0.

A afirmacao Ill é verdadeira. Se f é injetiva em [a, b]
entdo f(b) #f(a). Logo, t.m.v., ,#0.

7461, F(5) - f3)=f(B+2)—fB)=22+6x2=16
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f(5)-f@3) 16

74.2. tmv.g 5= 5-3 =7=8
F(3+h)—f(3 :
743, £(3) = lim LN =IOy, Hr0h
Hm h h—0 h 4
. h(h+e6) . -
74@0T7hl@0(h+6)76

74.4. Seja t aretatangente ao grafico de f no ponto P(3, 1).
t:y=mx+bem=F3)=6

O ponto P(3, 1) pertenceareta t, logo
1=6x3+b < b=-17.
Assim, a reta t é definida pela equacao y=6x—17.
75.1.1. Sendo g (x)=f(x—1), entdo g'(x)=F(x—1).
Assim, g'(5) =f'(4)=1.
75.1.2. Sendo h(x)=f(=x), entdo h'(x)=—Ff(-x).
Assim, h'(-4)=—f(4)=-1.
75.2. Seja t areta tangente ao grafico de g no ponto de abcissa 5.
t:y=mx+bem=9g0)=1
O ponto P (5, g(5)), ouseja, P(5, 2), pertenceareta t,

logo 2=1x5+b <& b=-3.
Assim, a reta t é definida pela equacdo y=x-3.

[ pig 67 |

Tarefa 12

1. 4000 rotacoes por minuto corresponde a r=40 e 5000
rotacoes por minuto corresponde a r=50.

123 x 50 — 1350 123 x 40 — 1350
DOO-DU0)=——55"30 "~ 40+30
=60-51=9

Na passagem de 4000 para 5000 rotacdes por minuto ha
um acréscimo de 9 decibéis do nivel de ruido.

2. Determinar a variacdo média do nivel de ruido quando o
funcionamento do motor passa de 5000 para 7500 rota-
coes por minuto, equivale a calcular a taxa média de varia-
cao do nivel de ruido no intervalo [50, 75].

D (75) - D (50) _

75-50

123 x 75—-1350 123 x 50 — 1350
_ 75+ 30 50 + 30 _75—60_06
B 25 T2 7
A variacdo média do nivel de ruido na passagem de 5000
rotacoes para 7500 rotacdes por minuto é de 0,6 decibéis

por cada 100 rotacoes.

tm.V.sg, 75 =

3.  Adeterminacdo da taxa de variacdo do nivel de ruido no ins-
tante em que o motor funciona a 4000 rotacdes por minuto
corresponde ao calculo da derivada da funcdo D quando

r=40. 5.
123r - 1350 51

) _ . D(n-D(0) . r+30 _

D0y = lim — —5— = lim, r— 40
123r — 1350 = 51r — 1530

— lim r+30 — lim 72r—2880  _

r—40 r—40 r—40 (r — 40) (r + 30)
_ UmM lim L_B:Lg:;

T 0 (r— 40) (r+30)  r—40r+30 70

No momento em que o motor funciona a 4000 rotacoes por
minuto, a taxa de variacao do nivel de ruido é de, aproxima-
damente, 1,03 decibéis por cada cem rotacées.

0 dominio da funcao é o intervalo [35, 100].

Uma representacao grafica da funcdo obtida na calcula-
dora, apos a escolha da janela de visualizacdo adequada a
situacdo, é a seguinte:

Flotl Flokz Flot: WIHOON
SR 1 2TE-13580 Amin=30
CHHERD Amax=1E6A
~Ne= =cl=5
“Me= Ymin=A
=My= Ymax=126
=Me= Vacl=18
“MeE= Ares=1

Determinacao de alguns valores relevantes:

VA=(1EER=-1Z3E00 T+ 200

WEHEYEIEZH .

TSIz ZR-1EE00/ (He 200

"=k L i (— - L Rl I

D (35) = 45 e D (100) = 84

Em seguida vamos determinar r de modo que D (r) =60 e
de modo que D (r)=80.

Para tal, basta recorrer a intersecao da funcdo D com cada
uma das seguintes funcoes: y=60 e y=80.

Flotl Floki Flots
SMIBCL2TER-13580
CH+36)

...,—'-'_'_'_'_'_‘_

Inkerscckion

“MNME= HIED VBN

Com os valores obtidos é possivel
construir uma tabela com a clas-
sificacdo do nivel de ruido em
funcao dos valores de rotacoes
por minuto, como, por exemplo, a
que é apresentada em seguida.

Inkersgckion
LRl e - || N —

Nivel de ruido | Rotacées/min
Moderado 3500-5000
Alto 5000-8721
Muito alto 8721-10 000

A condicao que traduz o problema é:
D(r)<80 Ar€l35, 100]
123r — 1350
r+30

123r — 1350 — 80r — 2400
r+30

43r — 3750
r+ 30

<80 Ar €35, 100]

<O0Are(35, 100]

<0Are€l(35, 100
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& 43r-3750<0 A r€e[35, 100]
3750 3750
= rgf/\re [35, 100] < r€{35 3 }
Como 3320 ~ 87, para cumprir a exigéncia, o nimero de

rotacoes por minuto nao deve exceder 8720 .

Tarefa 13
11, viy=%
4 s b 3
v -va 3" XA gmxt
3 3 B
25 4 252
A .
B

1.2.

2.1.

Quando o raio aumenta de 1 para 4, o volume aumenta,
em média, 28n unidades de volume por unidade de com-
primento.

Aty
o VE-V() 3 3"
vi(h = lim r—1 =t r-1
%n(rﬁ—n %n(r—1)(r2+r+1)
= lim = lim =
r—1 =1 r—1 r—1

— i 4 2 _4 —
_rlm {gn(r +r+1)}_§nx3—4n

Para um acréscimo de uma unidade no raio, naquele ins-
tante corresponderia um aumento de 4m unidades no
volume.

. -3 1 1
L = lim ——=— 2)=—
lmog ()= lim. 5 9@ =5e
_ Vx—1-13
lim g (x)= lim ———=
x— 2" X— 2" X—2

g i V1= ) (Vx=141)
x=2)(Vx=1+1)
= lim x-1-1 = lim ! 1

ST ) (Vx=141) T Nx—1+1 2

Afuncdo g é continuaem x=2 porque

x—2"

lim g(x)= lim g(x)=g(2).
x—2 x—2"
X¥-3 1 Xt =4
oy _ g -g@) _ . 2 2 _ 2 _
2.2. g(2) ting x—2 = m Xx—2 _xinz]’x—z_
x=-2)(x+2) . x+2
Li =1 =2
XL)Z 2()( 2) x—l'n;’ 2
Vx=-1-1 1
o o g -g(2) . x-2 2 _
g(Z)—X_[T% x—2 _XE[TZ]* x—2 B
2Vx=-1-2-x+2
~ lim 2(x-12) B 2Vx=1-x_
T2 X—2 =20 2(x—2)
i (2Vx-1-x)(2 x—1+x)_
=2 2 (x =22 (2Vx =T+ x

2.3.

2.4.

3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

TEMA 2 (cont.)

= lim = lim
=2 (k=27 (2Vx - 1+x) B 2(2\/x—1+x) 8

57
— lim bix—1)—x — lim - X+ bx—4
T =27 (2Vx—1+x) "2 2x (2\/X—1+X)

- (x = 2)* -1 1

Nao existe g'(2) porque g'(27) #g'(27) .

x2—3+1 X2 =1
9M-g() _ . 2 _ )
9(1) —»1 x—=1 —XU_I’H X — xlir>n1 x—1
(x—1)(x+1):l x+1=1
=1 2(x—=1)  x—1 2

Seja t areta tangente ao grafico de g no ponto de abcissa
-1.

t:y=mx+bem=g1)
7X2_3+1
o o g0 -gEn) 2 _
g 1)_)(Llnj1 x+1 _me'—H x+1
X =1
0 Tk e DR
= Am e =AM ey A T =
0 ponto P(—1 , g(—1)), ou seja, P(-1,-1), pertence a
reta t, logo —1==1x(1)+b < b=-2.

Assim, a reta t é definida pela equacao y=—x—-2.

T(0)= 72 —18.

No momento em que o Pedro introduziu o refrigerante no
frigorifico, a temperatura ambiente era de 18°C.

L+17+72 23
(1)—T(0) ﬁ—’IS—T—’IS——? e
Q)T 1632 93 61 31 __¢5

L+8+4 98 3 2

0 arrefecimento foi maior durante a primeira hora porque
[T(M)-TQO|>|T@)-TM] .
o
T(2-T(©) 8
2-0 2
A taxa média de variacdo da temperatura nas duas primei-
ras horas de arrefecimento foi iguala —5,1857 °C/h .

18
=-5,1875

tmuv. =

LE+N1TE+T72 61

oy TO-T@) . P+ht+4 8
T(Z)—(lin2 — —{lin2 — =
32t + 136t + 576 — 61t* — 244t — 244
2
— lim 8(t° + 4t + 4) _

t—2 t—2

zum—29t2—108t+332 (t—2) (- 29t-166)
t—2 8(t + 4t + 4) (t - 2) r—»28(t2+4t+4)(t—2)
i =29t 166 - 224
r—»zs(t2+4t+4) 128

A taxa de variacdo no instante t=2 éiguala —1,75°C/h.

llolo

1,75

WEANTE+T2S 4P

Am, T = tim t+bt+4 Fahh

t— +oo tz
Se o Pedro deixar o refrigerante no frigorifico durante muito
tempo vai bebé-lo a uma temperatura de 4 °C.
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76.1.
9(X)={

lim g (x) = lirqi x+1)=0

x—1

x—1 se x>1

-x+1 se x<1

L|m+g(x):ximr(x—1):0 eg(n)=0

x—1

Logo, a funcao g é continuaem x=1.

9W =9 _ jpy x=1=0_ 2214

76.2. g(1 ):Xl_|.rq+ x—1 x—1"  x—1 x—1" x—1
e g-g()_  —x+1-0_
g (1) = lim == — == lim — ——=
= lim ﬂ:—1
x—1" x—=1

Nao existe derivadaem x=1 porque g'(17)#g'(17).

ey _6-2 4
77.1.1. (5 )_mt‘_70—5 =-3
CEn ~2-0
77.1.2. £(8)=m, == =2
77.2. Afuncdo nao é derivavel em x=5 porque f'(57) = (5% .
77.3. Como f'(-10)=2, afuncdo é continuaem x=-10 por-

que toda a funcao derivavel num ponto do seu dominio é
continua nesse ponto.

78.1. Como f(3) =
x=3.

Entao,

2 conclui-se que a funcao f é continua em
limfx)=f@3)=1.
x—3

78.2. Seja t aretatangente ao gréfico de f no ponto de abcissa 3.
t:y=mx+bem=f3)=2
O ponto P (3, 1) pertence areta t,

1=2x3+b &= b=-

logo

Assim, areta t é definida pela equacdo y=2x-5.

fx)-f@3) _ fx)-f@) _
=9  x=3(x-3)(x+3)
f(x) —f(3) 1 1

i i : ~2_1
_xlinS x—3 Xxll—rp3x+3_f(3)><7_6_

78.3. lim

x—3

79.1. Lin}f(x):Z e lin’;’f(x):d, logo ndo existe limzf(x).

Como nao existe lim2 f(x), afuncdo f é descontinua em
X—>

x=2.
f(x)—17(2) 4L—-2 . 2 2

B T Ty I o Rl T

79.3. Por observacao do grafico conclui-se que '(27) € R*.
Pela alinea anterior sabe-se que f'(2) =+ oo

Logo, conclui-se que as derivadas laterais em x =2 sao
diferentes.

80.1.1. f(37) =+ o0
80.1.3. f(57)=+o00

80.1.2. £(3") =+ 00
80.1.4. F(5) = o0

80.2.1. Por observacdo gréafica, e atendendo as inclinacdes das
retas tangentes ao gréfico de f nos pontos de abcissas
% e 2, conclui-se que f'<%>>0 e f(2)<0.
(7 .
Logo, f 0 x f(2)<0.
80.2.2. Por observacao gréfica, conclui-se também que
f(2)<f(1) e f(4)>0.
. . (2) - £(1)
L f2)-f(1)<0 e ——~—<0.
ogo, £(2) = (<0 e~
Pag. 72
27_
oo FHR)—F(1) T+ h+dl
81.1. £(1)= lim i = lim . -
2-h-2
= lim —"*2 i P im — =1
Th0  h h—0h(h+2) h—0h+2 2
- 2_
81.2. F(2)= lim L ZXN =@ _; @+h+1)=9
h—0 h h—0 h
. h*+6h+9-9 . h*+6h . h(h+6)
= lim = lim = lim =
h—0 h h—0 h h—0 h
= lim (h+6) =
_3+h 3
e F@+h)—f(3) 3+h+1 4
81.3. 1'(3) = lim . = lim ; =
3+h 3 12+ 4h —-3h - 12
- lim h+4 A—Lim 4h+ 16 B
T h—0 h T h—0 h -
= lim h = lim ! !
" h—0 h(4h+168) ~ h—0 th+16 16
17_
e F(aR)—F(1)  (xh?
81.4. 1‘(1)_hlﬂ'10 p _hlﬂ'\[] - =
1 1-1-2n-H
. 1+2h+h? . 1+ 2h + h?
= lim = lim =
h—0 h h—10 h
iy _—2h=h L hG2-h)
Ths0h(1+2h+h) A0 h(1+2h+h)
-2-h
R T
81.5. F(-3)= lim f(_3+h)_f(_3):um Vit3-h-2_
h— h—0 h
im (Va-h-2)(Va-h+2) o h-h-4
h=0 h(Va4—h+2) Ch=0 (V4 —h+2)
= —h = lim -1 =—i
h—-Oh(\/i ) h—»U\/m+2 4
82.1. 0 ponto P temabcissa 1 e pertence areta t; logo, a sua
ordenada é dada por y=6x1-4, ouseja,iguala 2.
82.2. lim w=f'(1)=m,=6
h—0 h
82.3. ) =2y PO =Py PO ZFD i 1
x—>1 X=x  x—=1 x(x-1) x—1  x- x—1 X
=F)x1=6
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83.

84.1.

84.2.

84.3.

Sabe-se que uma funcao nao é derivavel nos pontos “angu-
losos” e nos pontos de descontinuidade; logo, o dominio da

funcdo derivadade f é [-3, 5[\{-1, 3}.

0 dominio da funcdo f é IR\ {0}.

Seja a#0; entdo:
1 1

fla+h)—f hy? &’
f(a) = lim @~ f)) @ _ lim @+ /)7 ? -
1 1 a’—a’—2ah - h?
. a*+2ah+h* & . a"+2a°h + ah?
= lim = lim =
h—0 h h—0 h
i 2ah=h . hE2a-h)
" h—0 h (a* + 2a°h + a*h?) ~ h—0 h (a* + 2a°h + a*h?)
T -2a-h _—2a__ 2
Th—0at+2a%h +a%h? &t &

Assim, a funcdo derivada de f é definida por

f: R\{0} — R

2
N X3

0 dominio da funcéo f é R.

Seja a>1; entao:

fla+h —f@) _ . 20a+h)-1-(2a-1)

Fa) = h“—mn h h“—n?u h -
. 2a+2h-1-2a+1 . 2h
=lm-——m———=1lim —=2
h—0 h h—0 h

Seja a<1; entao:
_ 2_ 2
f(a+h) f(a):Li (@a+h)y’-a _

F@) = lim, h Pt h
. a*+2ah+h*—a* . 2ah+h* . h(2a+h)
= lim ————— = lim = lim
h—0 h h—0 h h—0 h
= lim (2a+ h) =2a
h—0
Seja a=1; entao:
iy o FER)—F() L (T+h -1
f(”‘h“l%— h _hllr-%* h -
. 1+2h+ k-1 . 2h+h? h (2 + h)
= lim_ = lim_ = lim ——————
h—0 h h—0 h h—0 h
=hllr’rai(2+h)=2
i o (TR =F(1) 2(1+h)-1-1_
FO7) = im. h =i, h B
. 2+2h-2 . 2h
R e I

Como f'(17)=f'(1")=2 entdo a funcao é derivavel em
x=1ef(1)=2.

Assim, a funcdo derivada de f é definida por:

f:R— R

2%
X
~ 2 se x>1

se x< 1

0 dominio da funcao f é IR e f é definida por
2-x
f(x)=

se x<2
-2+x se x>2

TEMA 2 (cont.)

84.4.

59

Seja a>2; entao:

f(a+h)—f(a): —2+a+h—(—2+a):

f'(a) = hlimU h hlimo 5
= lim M_ lim ﬁ_1
T h—0 h T h—0h

Seja a<2; entao:
f(a+h)-rf(a)

Fa) = fim, h A, h =
= jm 272=h=-2+a_n=h_ 4

T h—0 h Th—0 h

Seja a=2; entao:

o QR -FQ) 2-(Q2+h)-0
@)= i SR i A0
pUE S

o o f@2+h)-f(2) . -2+2+h-0_
R
=i =

Como f'(27) #f'(2*) afuncao nao é derivavelem, x=2.
Assim, a funcdo derivada de f é definida por:

fr R\{2} — R

1 se x>2
X
~ -1 se x<2

0 dominio da funcao f é R. Seja a>2; entao:

f(a+h)—f(a): lim Va+h-— —\/a—1:
h

f'(a) = lim im P

h—0

(Va+h-1-Va-1)(Va+h-1+Va-1)

= lim =

A h(Vash-1+Va—1)

a+h-1-a+1

= lim =
=0h(Va+h-1+Va-1)

_ h
= lim =
h=0h(\Va+h-1+Va-1)

= lim ! !

h=0\a+h-14+Va-1 2Va-1

Seja a<2; entao:

(a-+hy a+h—<i+a>

.o fla+h)—f(a) . 2 2 B
f(a)_hll—rpﬂf_h“—% h -

a’+ 2ah + h? a’

ATl avn-2 -2
= lim 2 =
h0 h

2ah + h? + 2h
~im 2 _ i 28h 0420
T h>0 h T h—0 2h -
—lim h(a+h+2) lim 2a+h+2_a+1
T h—0 2h T h—0 2 -
Seja a=2; entao:

(2 + h)?

o i FRED-T@) g revh-0
( )_hlr»T(]J’ h =0 h -




2 2
L+2h+h +24h h

= lim —2 - lim 2_4 e
T h>0 h T h—>o0 h 0
)= tim [REDZF@ V2+h-1-0_
h-—0" h h-—0" h
. V1+h-0 1
= lim =—=+00
h—0* h 0*

Como f'(27)=—o0 e f'(2*) =+ oo, afuncdo nado é deriva-
velem x=2.

Assim, a funcao derivada de f é definida por:

e R\{2} = R

1
X 2\/X—1

X+ 1

se x>2

se x<2

84.5.

0 dominio da funcao f é R. Seja a>0; entdo:
f(a+h)—f(a)
— =
2 _ _ 2 _

- lim 3(@a+h)’—(a+h)—(3a a):

h—0 h

. 3a*+bah+3h*—a-h-3a’+a
= lim =

h—0 h

bah +3h*—h _ h(6a+3h-1)

- hlin 0 h - hlin 0 h -

= lim(ba+3h—1)=6ba—1
h—0

f(a) = lim

Seja a<0; entao:

_at+h __a
oy fla+h)y-f(a . |a+h—'|| |a—1|_
f(a)_hl@u h _h“—% h -

a+h . a
_“m—a—h+1 -a+1
= lim - =
7“m—az—ah+a+h+az+ah—37
“h—0  h(-a-h+N(-a+1)
= lim h =
Th—0h(—a-h+1)(-a+1)
= lim ! S B
Th—0(-a—-h+1)a+1) (a+1)? (a-1)
Seja a=0; entao:

o
P A (R0 ) N e R
) = iy T =l

h
. —h+1 .
B L Ry Rl
con Q4R =F(O) . 3K -h-0
0 = fimy “ i, S0
o h@Eh-1) -
- i, PO = i @ ==

Como f(07) # f'(0%), afuncao nao é derivavelem x=0.

Assim, a funcdo derivada de f é definida por:

fr R\{0} — R
bx—1

X 1
(x=1)?

se x>0

se x<0

Tarefa 14

1.

85.1. f(x) =<1+ 1) -1

A representacdo grafica que corresponde a representacao
grafica da funcao f' é a que consta da opcao (B).

A representacdo grafica indicada na opcdo (A) nao é uma
funcao.

Os declives das retas tangentes ao grafico de f nos pontos
de abcissa negativa sao positivos, donde se conclui que
f'(x) >0,V x€IR™ . Entao, a representacao grafica nao
pode ser a indicada na opcao (C).

A reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa zero é
horizontal, logo conclui-se que ' (0)=0.

Assim sendo, a representacdo grafica indicada na opcao (D)
ndo corresponde a representacdo grafica da funcdo deri-
vada de f porque nesse caso f'(0) > 0.

A representacdo grafica que corresponde a representacao
grafica de f é a que consta da opcdo (A).

Seja a aabcissa do ponto onde a funcdo f nao é derivavel.

Como o dominio da funcao derivada é IR\ {a}, sendo a>0,
entdo rejeitam-se as opcdes (C) e (D) pois, no caso da fun-
cao representada em (C), nao existe derivada no ponto de
abcissa zero e no caso da situacao (D) nao existe derivada
num ponto de abcissa negativa.

No caso da funcao representada em (D), a funcao é estrita-
mente crescente nos pontos de abcissa inferiora a. Entao,
a funcao derivada é positiva nesses pontos, o que nao cor-
responde a situacdo dada.

2 2

)y
85.2. f'(x):(—x3+x——3> =-3¢+x

2

85.3. F(X)=(23+5x*—x+7) =—6x+10x -1

85.4. f(x)= (3’(3 =X +\/§X>' _ %Xz ~ % e

86.1.

86.2.

87.1.

2

Seja t areta tangente ao grafico de g no ponto de abcissa 1.
t:y=mx+bem=g'(1)

g (X)=(*+4x)'=2x+4, logo m,;=6.

Como g(1)=5,
5=6x1+b & b=-1.

o ponto P(1, 5) pertence areta t, logo:

Assim, a reta t é definida pela equacdo y=6x—1.

Seja r areta tangente ao grafico de g que é paralela ao
eixo das abcissas.

rry=mx+bem,=0

g(X)=0 <& 2xX+4=0 & x=-2

Como g(-2)=—4, oponto P(—2, —4) pertence a reta
r, logo b=—4.

Assim, a reta r é definida pela equacdo y=—4.

Como a reta t é tangente ao grafico de f nos pontos de
abcissa 1 e de abcissa a, sabe-se que:

f'(1):f‘(a)=mt=—%

©I0)1pg 03104 ® TIIDTIVINAN
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g'()=2x*+3x)"'=—4x+3, logo g'(1)=—4+3=-1.
2

Entdo, tem-se (g+f)' (1) =g'(1)+f(1)=-1 +<— §>=_%

87.2. (g+f)(a)———7 < g'(a+f(a)= 857
2 87 2 87
=4 —Aa+3+<—€)——? =4 —Aa+3+<—§>——?

& —ba=-20 & a=5

8.1. F(x)= [ 2x<%— )} — 2 x(3—2’(—1>+( 2x)><<7—1>lz
_—2><<3—2X—1>+(—2x)><%=—6x+2

88.2. g'(x){z,(xzs_zXH)]':
rn(Em e )oan(Z -

=0+4<3TX—2> 3¢ -8

88.3. h'(x)= {(1 ) ( )} - (- x2)< 1>+(1_x2) <"32‘1>'=
ZX(X2 >+(‘I— <3;)——%x“+§x +x
88.4. i'(x) = { 3(6—x ) (x* +2x)]

=<%> (6—x) (x2+2x)+ ? (6—x) (xz+2x)+§(6—x) (X*+2x)' =

=x*(6 - x) (xz+2x)+%3(— 1) (x* + 2x) +X§(6—x) (2x+2)=

=- 2x5+§x”+ 16x°

89. Como a reta t é tangente ao grafico de f no ponto de
abcissa — 1, sabe-se que:
f=1=m=1ef(1)=-1+3=2
g(X)=(23)"=-6x*, logo g'-1)=—6x(-1)72=-

Entao, tem-se:
(Fxg) N =FENxgEN+IEN)xg )=
=1x2+2x(-6)=-10

90.1. j'(x) = (2r (x)) = 2r'(x)

Logo, j'(4) = 2r'(4) = 2tg (135°) = 2 x (- 1) =— 2.
90.2. (rxs)'(0)=r'(0)xs(0)+r(0)xs'(0)=—1x1+3x % %
91. Como V(x)=xxxx3x=3x%, logo V'(x) = (3x%)" = 9x*.

A taxa de variacao do volume para x =4 é dada por V'(4),

ou seja, éiguala 144 .

92.1.

92.2.

TEMA 2 (cont.)

Fo)=[(1-20%] =5x (1-204x (1 - 2%)' =
=5x (1 2% x (- 2) =— 10 (1 - 2x)*

PO =[x- 23] =3x (x— 2" x (x - 26) =
=3x (x— 23" x (1= 4x) = (3= 12x) (x — 2’
@x-1" _ 3

23x—1 21/3x-1

X2+ 1) _ 2x

3IVOE+1)? 3V + 1)
f'(x):(2x)'><\/x+1+2x><(\/x+1)':

1 3x+2
=2X VXA T+ 22X ——=———
2Vx+ 1 Vx+1

(2x-3) _ 2
5v/(2x—3)*  5V/(2x - 3)*

92.3.

92.4.

93.1. F(x)=

93.2. f(x)=

93.3.

93.4. f(x)=

94. Sendo y=-2x+5 uma equacdo da reta tangente ao gra-
fico de f no ponto de abcissa 3, sabe-se que

F(3)=me,=—2e f(3)=—2x3+5=—1.

g 0l ()] = 4(F () x F(x), logo

gR)=4(FRxFE)=4x(1)0x(-2)=8.
95.1 :<§>'=(3)'><x—23><(x)':0—32><1__%
X X X X
o X '_ 1><(X—2)—X><1__x—2—x_ 2
= C-27 -2
O (x+3) =X xT x4+ 6x
953 - (x +3)? T (x +3)?
LB =1 - Bx+ 1) x2(x=1)
95.4. y' = 1) =
(=1 (Bx-3-6x-2) -3x-5
- (=) S x=y

= 3<12Xx> X(‘IZ—_XX>'=3<12—_X)()ZX—1><2x(;x()1z—x)><2=
{527

96. g'(\)=[-3@2-x2+3] =—6Q2-)x@2-x"=

== 6(2-X)x(-1)=6(2-x

_gWxf()-
T
F(x)

() _gMx ) -g()xr() _

()’
_6x2-0xf(1) 12-0
- 2? A

g () xf'(x)

, logo:

=3

97.1. XER: xED,Af(x) ED}=

gf—

={xER: xERAf(x) ER}}=

=k oo, —3]UI[3, +oof



97.2.

97.3.

98.1.
98.2.
98.3.

99.1.
99.2.

Calculo auxiliar

f)ER; < x*-9>0 < xE€l-o00, —-3]U[3, +oo[
(92N (0 =9(f)) =g~ N=Vx"-9

Afuncdo gof é definida por:

gof: ]-oco, =3]U[3, + o[ — R

X Vx2-9

Dyi={x€ER: xED,AFf(x)ED,)=

={xER: xERAFf(x) ER\{1}=R\{-\/10, 10}

Calculo auxiliar

FER\(1} & ¥-921 & ¥=#10 & x=V10 Ax=-\10

[ S
X-9-1"x-10

(hof) () =h (7 (0) = h (¢~ 9) =

A funcdo hof é definida por:

hef: R\{-\/10, V10} — R
o

Diy=xER: xED, Ah(x) ED}=

=xER: xER\{1} Ah(x) ER} =R\ {1}

Calculo auxiliar

h(x)GIR@%GIR S x-120 & x#1

(foh)(x):f(h(x)):f<;>:( 1 >2,9

x-1 x—1

Afuncao foh é definida por:
foh: R\{1} — R

PN T
\}(X_1)2

Por exemplo, g(x)=x+1 e f(x)=x*

Por exemplo, g(x)=x—-1¢e f(x)=2 +\/;

Por exemplo, g (x) =x*—1 e f(x) = &

(Fof) (4)=F(F(4) =f(2) =3

(fog) (0,25) = f(g (0,25)) = f(log, (0,25)) = f (- 2) = 3

100.1. D,,={x ER: xED, A f(x) ED,}=

=xER: xER Af(X) ER} =11, + o0l
Calculo auxiliar

FO)ER; < Inx>0 & x21Ax>0 & x> 1
(@eN () =g (F(x) =g (nx)=Vinx

Afuncdo gof é definida por:

gof: [1, +oo[ — R

X Vinx

100.2. D.,={x ER: xED, Ag(x) EDJ=

={x€R: xER; Ag(x) ER*}=R"

Calculo auxiliar
g(X)ER & Vx>0 & x=0

(fog) () = f (g (1) = £(Vx) = In (Vx)

Afuncdo fog é definida por:
foeg: R* — R

x\}ln(\/)a

101. Sendo h (x) = X+

e j(x)=Vx, entdo

W+1: 1
Vx Vxo

(ho) () =h (j () =h(Vx) =

X - 2x\/)?
102.1. Seja g(x)=3x—1 e h(x)=x*, entdo
(hog) () = Bx = 1)"=f(x) .
F(0=(heg) () =h'(g () x g'()

Como g'(x) =3 e h'(x) =2x, tem-se:

F)=h(@x—-1)x3=2@3x-1)x3=6(3x—1)

102.2. Seja g(x) =V3-x e h(x):l, entao

X
(hog) (x)=v3L=f(x).

F(x)=(hog) (0 =h"(g () xg"(x)

Como g'(x) = i N
2V3-x

1 =1

F)=h(V3=-x)x ———=

e h'(x)=- % tem-se:

2V3-x  (V3—x) Vaox

1

=2(3—x) V3 —x

103. (gof) (1) =g'(F (D) x (1)

Como a reta t é tangente ao grafico de f no ponto de

abcissa 1, sabe-se que:
= m, = 1
f(1)—mt—2 e f(1)—2+2—1.
. 1 1
9'() =(Vx) =——=., logo g'(1) =
21V/x 2

Entao, tem-se:
1.1

@ (=g (F () xF (1) =g’ () x 3 =7 x 7=

104. 3x-y+10=0 < y=3x+10

Areta t, étangente ao grafico de f no ponto de abcissa

-3, logo:
f(-3)=m,=3 e f(=3)=3x(-3)+10=1

Asretas t; e t, sao perpendiculares, logo m, =

Como a reta t, é tangente ao grafico de f no ponto de

abcissa 1, entao f'(1):mt2:—%. Assim,

1

(Fof) -3)=F(F(=3)) x F3)=F(1)x3 =-3X

my,
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105. Se x € R\ {0}, entdo a funcdo é continua porque é o quo-
ciente entre duas funcdes continuas.
0

im j (= tim =2 8 i =D =ty
x—0 x—0 X x—0 X x—0 X
e j(0)=1Ink.
Afuncao j é continuaem x=0 se lin’g} j(x)=J(0).
x>
lm j()=j(0) & ~1=lnk & k=e" < k:%
x>
0
. 3*-30 ., 3('-1 3. e&&-1 3 . 3
106.1.}@0 —Xl|_rpo o —Exll_n:\[] " —2><1—2
X u X(X— ) X 1
106.2. lim X& X 2 im 25— = lim £ =1
x—0 x—0 X x—0 X
2x X _ 0 2% _ X
106.3. umLezium(e L 1):
x—0 X x—0 X X
2 _ _
—lim( ><2>+lim—=1><2+1=3
x—0 x—0

107.1. O dominio da funcdo f é R.
Se x<0, entdo f(x)=(e) =e".
Se x>0, entdo f'(x)=(-e"+2) =—¢".
Se x=0, entao:

F(0+h)—f(0) e -1 _

F(07) = lim. h = i h !
vy i FQ@+R)-FO) L —e"+2-1
f(o)_hlm?)* h _hllr»?r h B

— lim 2 i () oy
Th>0t h  h—0 h )

Como f'(07) #f'(0*) entdo a funcdo ndo é derivavel em

x=0.
Assim, a funcdo derivada de f é definida por:
f': R\{0} — R
e’ se x<O0
XS
—-e se x>0

107.2. O dominio da funcdo f é IR.Se x<0, entdo:

o [ =) e x2x—(e"=T)x2
f(x)‘< 2x )‘ (2x) -
_2xe*—2e"+2 xe*-e*+1
- 4x? B 2
Se x>0, entdo: f'(x)=<3x2+%> =6x+%
Se x=0, entao:
e”—‘l_0
vney i FQO+h)—F(0) 2h 3
o= S =y
e’ — . e"-1_ 1
=f}|_r}n o =hlﬂ3}‘]7< 5 X%)=1X(—oo)=—oo
3h’+—--0
e FO+R)—F(O) B
h<3h+l>
= lim —2— lim 3h+1 -1
T h—0r h " 0 2

TEMA 2 (cont.)

63
Como f'(07) #f'(0*) entdo a funcdo nao é derivavel em
x=0.
Assim, a funcdo derivada de f é definida por:
f: R\{0} — R
w se x<0
2x*
X\

6x+% se x>0

108. Se a reta r ¢é paralela a reta de equacdo y=2x entao
m.=2.

Seja P(x, f(x)). Como r é tangente ao grafico da funcao
f no ponto P, entdo f'(x)=m,.

F)=m, < () =2 < =2 < x=In2
f(ln2)=e"?=2.Assim, P(ln2, 2).

3
109.1. lim ¢

llolo

3x _
lim <63 1><3>=1><3=3

x—0 X

Nota: Quando x — 0, também 3x — 0.

lloie

109.2. lim —— £ lim ——lim S
x—0 1 —e" x>0 1—¢ x—0 ¥ — 1
X X
2X _ X u X (X — X _
109.3. lim &= 8 i &&= _ lim(e ! xeX>=
x—0 X x—0 X x—0 X
—1x1=1
109.4. tim &= : lim —o =1 iy 2=
TS T—x  a—l —(x =N (x+1) y—0 —y(y+2)

—Lim(ey_1><;>—1x<—l>——l
Ty—o\ oy T —(y+2)) 2) 2

Mudanca de variavel:
Fazendo x— 1=y, vem x=y+ 1.
Se x — 1, entao y — 0.

109.5.

tim (x(e” = 1) tim

X—> +00 X—> 400

Mudanca de variavel:

Fazendo %:y, vem x=l

<

Se x — + 00, entdo y — 0.

o lef) (D et Lot
110.1.f(x)=(e)=<;>xe=_7e
3=
.
110.3. F(x)=(2°"%) = (xx n3) x 2°"3x In2=1n 2 x In 3 x 2?

110.2. F(x)=(Ce™) =3xe +x*(—e™) =e* (3X’ - x°)

110.4. f'(x) = <xn‘;_x—1> =(xn¥-n) =

=t ¥+ x(-2n%lnn) - (n*lnw) =
=g ¥-2m*lnn+n*lnw
111. Seja t areta tangente ao gréfico de h no ponto de abcissa 1.
1 <_ l)
4 \%4)

P=m=——5"=7




112.

Sendo j (x) =3V, entdo:
J ) =(3"9) = (VA (x) x3"¥ x (n3=

h'(x) o
=—— _x3V"Wx|n3
2Vh (x)
Logo,
1
' - 1
j'(1)—ﬂx3w”xln3: 2 ><3\ﬁ><ln3=

VA (1) o 1
A

\V31n3

2

1 1
:§><32><ln3:

Determinar a taxa de crescimento da populacao no instante
t corresponde a determinar a derivada da funcao N.

N'(t) = (N, %) = N, x (0,3t) x e®* = N, x 0,3 x e
N'(t)  Nyx03xe®

= =03
N (t) N, €% '
N'(t) , . .
Como N () é constante, conclui-se que a taxa de cresci-

mento da populacdo no instante t é proporcional ao

numero de bactérias existente nesse instante.

Tarefa 15

1.1.

1.2.

1.3.

Sendo f(x) =—e?+e, entdo f'(x):(f e5+e) :7%@.

Seja t areta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 0.

m=f(0)=-Je'=-7 e f()=-c"re=—1x+e

Oponto P(0, —1+e) pertenceareta t: y=mx+b,

logo -1 +e=—%><0+b & b=e-1.

Assim, areta t é definida pela equacédo y:—%x +e—-1.
Se areta r é paralela a bissetriz dos quadrantes pares
entao m,=-1.

Areta r é tangente ao grafico de f num ponto P(x, f(x)) ,
logo m, =f'(x) .

m=Ff(x) < -1 =—%e5 & 2= & %:an

& x=2ln2 & x=n2> & x=lnk

n4

flnd)=—e? +e=—e"""4

e:_eln\/Q_'_e:
=—e"+e=-2+e
Assim, P(ln4, —2+e).

X X

ffx)="f(x) < —%95:—e§+e S —el=-2e42e &

S =2 & %:ln(Ze) <:>%:ln2+lne
& x=2(n2+1) & x=2n2+2
S x=n2"+2 &

& x=Ilnbd+2

2.1.

2.2.

2.3.

4.1.

. fx)—f@0) . x—e*+1
f (0) - xl—>[J x—0 - xll—rp[] X =
— (% — 3x _
- lim X2 lim<1—e 1):
x—0 X x—0 X

. e -1
_xm<1 T3

Nota: Quando x — 0, também 3x — 0.

><3>:1—1><3=—2

Se r é areta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa
0, entao m,=f'(0), istoé, m,=-2.

Seja P (x, f(x)) o ponto do graficode f em que a reta tan-
gente ao grafico nesse ponto é perpendicularareta r.

Entao, f'(x) = % .

1 1 1 1
fx)=— 1 - 3e¥=_ B =1 7>
(x) 2<:> 3e 2<:)e 6<:3X n(é
& 3x=-1Inb C}x:——lnsé

fx)=xf(x) & x—e*=x(1-3e¥)

& x—e¥=x-3xe¥ < e -e¥*=0
1

& e¥*Bx-1)=0 = =0V 3qx-1=0 & x=7

——
eq. impossivel

A abcissa do ponto A ¢é a solucdo positiva da equacao
f(x)="£(x).
fx)=Ff(x) < 3x’e*=bxe +3x’(-e™)
& e =bxe - 3xe & bxle* —bxe*=0
& bxex—-1)=0<¢ 6x=0VvVe*=0V x-1=0
S
eq. impossivel
& x=0Vvx=1

Como (1) =3e™ :g, entao A<1 , %)

Para determinar a abcissa do ponto B temos de resolver a
equacao f'(x)=0.

Fx)=0 & bxe*-3x*e™=0 <& 3xe*(2-x)=0
& Xx=0Ve*=0V2-x=0& x=0Vx=2
-
eq. impossivel

Conclui-se entao que B (2, 0).

0 ponto C pertence ao gréafico da funcdo f e tem a mesma
abcissa do ponto B, logo C (2, f(2)).

Como f(2)=12e™?, entdo C(2, 12e7%).
BC X (ys—ys) _ 12e2x1 _

_ -2
Apge = 2 2 be

Se areta t é paralela ao eixo das abcissas entdo m,=0.
Como a reta t é tangente ao grafico de g no ponto A, de
abcissa x,, entdao m;=g'(x,) .
gX)=E5%2)=-5x2+ (-5 x2"In 2=
=-5x2°(1+xIn2)

m,=g'(x,) & 0==5x2%(1+x,n2)

— -5x2=0V1+xlh2=0 < XA=—$

eq. impossivel
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4.2. Aordenada do ponto A é dada por g(— L)

In2
(——1 )——5(——1 )xz’ﬁnés
I\"n2)” =

In2
A ordenada do ponto A é aproximadamente iguala 2,65 .

In (1+x) _

113. lm f(x)= lim 1e
x—0 x—0 X
lim £ () = lim &)y 040
x—17 x—=1" 1=—x y—0 -y
- i O
y—0" y
Consideremos os pontos A(0, 1) e B(1, —1).

AB=(1,-2) e mp=—2.

Logo, o segmento de reta AB é definido por
y=—2x+1TA0<xg 1.

Entao, o prolongamento pedido pode, por exemplo, ser defi-
nido da seguinte forma:

ln(1X7+X) se —1<x<0
g)=9 1-2x se 0<x< 1
In x se x>1
1-x
ln<71 )—[n<i>
vy o F@2+h)=F(2) . 2+h 2)
114. f(2)—hlﬂ10 b —hu_njo 5 =
— lim —ln(2+h)+ln2:_ ln(2+h)—ln2:

h—0 h h—0 h

2+h h
ln< 2 > ln<1+§>
% lim—2

h—

= hlﬂ"lo h =4 0 h -
h
In{1+—
=— lim "< 2>><1 —<1><l>——l
T h—o0 h 2 2] 2
2

Nota: Quando h — 0, tambémg — 0.

2
1151, tim 0D _ o G xinber)
x—0 x—0 X
=um<wxln(x+1)>= 00
x—0 X
ln x . In(y+1)

. ln x .
182 i = e ) A 72 -

~(ln(y+1) 1 ) 1 1
= lm (VL )Ll
A‘E( vy y+2)T %272

Mudanca de variavel:

Fazendo x - 1=y, vem x=y+1.
Se x — 1, entaoy — 0.
InGBx+1) ) <ln(3x+1) 3x+1> 3
115.3. 1 —== 1 —_— =0x—=
03 lm = e 2x ) 0% =0

Nota: Quando x — + oo, também 3x+1 — +o00.

NEMA12CPR2 - F05

TEMA 2 (cont.)

In(2x+ 1)
15.4. tim D Y I N
x—0 e =1 x—0 e — 1 1
X

Nota: Quando x — 0, também 2x — 0.

x=1_

. 2 -1 1
15.5. lim X =% _ (im XX =D _1
xl—r~n1 2xlnx x—=1 2xIlnx 2 x—=1 Inx

IO N N I BV B |

2y=0ln(y+1) 2y=0ln(y+1) 2 1 2
y

Mudanca de variavel:

Fazendo x— 1=y, vem x=y+1.

Se x — 1, entao y — 0.

116.1. f'(x)=(xlnx)'=1><lnx+x><%=[nx+1
1

o (1 (X 2
116.2.f(x)—<ln<2+1>> R BRrTY)

5"’1
. $><x—logzx><1
116.3. f'(x):(log2x> _xtn2 -
X X
L—Logzx
2 _ 1 log, X
- x? X2 X

116.4. f'(x):(exlnzx)':exln2x+e”2lnx><%:e*lnx(lnx+%>
2x 1
) o (Inx®y X2 X 1
116.5. £ (x) = (VIn x?) = = = =
2VIinx  2VInxt Vinx® x\VInx?
17.1. D,=xER: xED,Af(x)>0}=]-00, 2[

117.2. g'(x):(logn(f(x)))'=f(§)(7f,:n- logo 9'(”:f(:)(71u)m'

Por observacao grafica conclui-se que f(1)>0 e que
f'(1) <0 (pois a funcdo f é uma funcado afim de declive
negativo). Sabe-se também que lnn>0.

Logo, conclui-se que g'(1) <0, ouseja, que g'(1) ER".

141 >
18. f()=1+|nx| < f(x):{ Fnxsex

T-lnx se 0<x<1
0 dominio da funcao f é IR*.

Se 0<x<1, entao fF(X)=(1-lnx)" = —%.
Se x> 1, entao f'(x)=(1 +lnx)':%.

Seja x=1, tem-se:

o - f(1+h)=f(1 T—In(1+h)—1
)= i KT = iy LA
= lim M=_1

h—>0" h

i i FQEh)=F(1) o 1+Wn(T+h) -1
f(”‘hll% h _hllr-%* h -
o In(T+h)

- i, G

Como f'(17) # f'(1*) entdo a funcao nao é derivavelem x=1.



119.

Assim, a funcao derivada de f é definida por:

f: R\ {1} — R

il se x> 1
X
X\ 1
-— se 0<x<1
X
nx
Sendo g (x) = , entao
1 lnx _olnx
- Zm._;xz xln2xx-2 X1_2‘””><ln2—2m
g \x /)~ 2 = 2

Como a reta t é tangente ao grafico de g no ponto de
abcissa 1, sabe-se que m,=g'(1).

) 2[n1><ln2_21n1
g(1) ="

0 ponto de coordenadas (1 . g (1)) ,
tenceareta t.

=ln2-1, logo m=l2-1.

ouseja, (1, 1), per-

y=mx+b éaequacdo reduzida da reta t. Entdo, tem-se:

T=(n2-1)x1+4b & 1=ln2-1+b & 2-In2=b

2
S InE)-lh2=b & ln(%):b

Sendo A o ponto de intersecdo da reta t com o eixo das
ordenadas, entao

o-of2)

120.1. f(x)=0 < xIn(x) —x=0 < x(In(x)=1)=0A x>0

120.2.

121.1.

121.2.

& x=0VvVInx-1=0Ax>0

& x=0Vx=e)Ax>0 & x=e
f'(x)=(xln(x)—x)'=Ln(x)+xx%—1=
=ln(x)+1-1=1Iln(x), Vx€ER"

D,={xER: x>0AIlnx>0}=

=xER: x>0Ax>1}=11, + ool
1

do () x
9’0 =(n (nx) === =
:#,VXE]1,+<>0[

x Inx

Assintota vertical

) T T

R T T

A reta de equacao x=1 é assintota vertical do grafico da
funcao g'.

Assintota horizontal

lim ! =0
x—+00 X N X

im0 =
A reta de equacdo y =0 é assintota horizontal do gréafico
de g'.

Concluséo: o gréfico da funcao g' admite duas assintotas
paralelas aos eixos coordenados, as retas de equacdes
x=1ey=0.

Tarefa 16

1.1.

Di={xER: 4x*+3>0}=ReD,={x ER: x¥*+1>0}=R

1.2.

1.3.1.

1.3.2.

1.3.3.

1.4.

1.5.

1.6.1.

1.6.1.

1.6.2.

2.

Fx)=5-Iln(4x)?+3)=5-ln(4x*+3)=f(x), VXER,
logo f é par.
gEX)=—xn(x)2?+N=-xln(X*+1)=—g(x), VXER,
logo g é impar.
. 8x
. _ _ 2 —_
F)=(6-In(@x+3) = —e
g =(xn(+1) =1xtn(+1)+xx 22x =
x°+1
2x°
=ln (x*+1
n(x*+ )+Xz+1

Os declives das retas tangentes aos graficos das funcées f
e g nos pontos de abcissas 1 e —1 sao:
8 8

f'(1):—7i f= 1)27:

gM=1+h2egEN=1+n2

Os declives das retas tangentes aos graficos das funcoes f
e g nos pontos de abcissas 2 e —2 sao:

oy =_ 16 pCp e

F)=-1g: =2 =75:

g'(2)=%+[n5 e g'(—2)=%+ln5

Os declives das retas tangentes aos graficos das funcées f
e g nos pontos de abcissas a e —a sao:
8a 8a
f'(a) =— ;s flEa)=——%;
@ =-fzy3i (CA=gz 3
2 2
g'@)=1In(a%+1) +azzi1 e g-a)=In(a®+1) +afj1
f:R— R g:R—R
X o & X In(x*+1) +27X2
~ T3 ~ KA
8(—
Fexo-—2C0 8 __ iy yxER . logo a

TLEx)+3 LE+3
funcao f' é impar.
. 2 x)?
_ = — 2 =
gEN=tn(Ex+ 1)+ S

2

=Ln(x2+1)+X22:(_1 =g'(x), VXE€R, logo a funcdo g' ¢é

par.

1. Se o gréfico Il fosse o de f entdo f'(1) seria positiva, o
que n3o corresponde aos valores obtidos em 1.3.71..

2. 0 gréfico IV corresponde a uma funcdo impar e a funcao
g' é uma funcao par.

F=1; g-IV; F-1ll; g -1l

Por exemplo, h(x) =x*+1 e j(x) = 2x°.

As funcdes h' e j' sdo definidas por h'(x) = 2x e j'(x) = 6x*.
h' é uma funcao impar e j' é uma funcao par porque
h'(-x)=2(-x)=—2x=—-h"(x) , VXER e

S (=x)=6(-x?=6x='(x), VXER.

Seja f uma funcao par e g uma funcao impar.

Entdo, f(-x)=f(x) VxED e gt-x)=—9g(x),Vx€ED,.
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F)=(fX) =X Flx)=—F(x),VXER,
logo f' é uma funcdo impar.

IM0=(gEx) ==09gE0=gCx,VXER,
logo g' é uma funcao par.

122.1. F(X)=0 < xEl+oo, —2[U{-1, 1, 4

122.2. F() <0 < x€1-2, —1[Ul1, 3l
122.3. Como f(2) >0, entdo
FO)XF(2)>0 < F(x)>0
& x€1-1, MUI3, +ool\{4}

123. A situacdo verifica-se no referencial |. A funcdo f é a
derivada da funcao g.

124.1.1. Na funcéo h.
124.1.3. Na funcao f.

124.1.2. Nafuncéo g.

124.2. f(37)<0 e f(3*) >0, logo a funcdo f tem um minimo
para x=3.
g'(3)<0 e g'(3)<0,
extremo para x=3.

logo a funcao g nao tem

h'(37)<0 e h'(3")>0, logoafuncdo h tem um minimo
para x=3.

125. A afirmacdo | é verdadeira, porque toda a funcdo com deri-
vada finita num ponto é continua nesse ponto.
A afirmacao Il é falsa, porque sé temos garantia da existén-
cia de um extremo em x =a se os sinais das derivadas
laterais em x=a forem diferentes.
A afirmacao Il é falsa. Se existe um extremo em x=a ape-
nas se pode concluir que os sinais das derivadas laterais
em x=a sao diferentes.
A afirmacao IV é verdadeira.

. .
126.1. D,=R e g'(x)=<—%+x2+2> =—x*+2x

g()=0 = -x¥+2%=0 = x(-x+2)=0
& x=0Vx=2

X |—oo 0 2 + o0
g | - 0 + 0 -
g |\ |9o=2| / s@=2 \

g é estritamente decrescente em ]-oo, O[
12, + ool e é estritamente crescente em 10, 2[.

eem

Minimo relativo: 2 ; maximo relativo: %

D,=R\{0} e g'(x):(%) =eX><x—2¢3X><1 :eX(Xz_”

X X

126.2.

e’ (x—1)

g(x)=0 2 =0 x-1N=0AxX=0

& (F=0Vx=N)Ax#0 & x=1TAx#0

-
eq. impossivel

TEMA 2 (cont.)

126.3.

127.1.

127.2.

128.1.

67

— o0 0 1 + oo

g - S.S. - 0 +

g | N\ | ss N\ /

gM=e

g é estritamente decrescente em ]-oo, 0O[ eem 10, 1[
e é estritamente crescente em 11, + ool .

Minimo relativo: e
D,=R*" e g'(x)=(xInx) =1 xlnx+xx%=lnx+‘|
g(x)=0 <= lnx+1=0 < lnx=—1TAx>0

S x=e'AXx>0 & x=%/\x>0

X 0

g _

g \

/

. . 1 , .
g é estritamente decrescente em }0, E{ e e estrita-

1
mente crescente em }E' + oof .

Minimo absoluto: — %

h.(t)_<4t—60>'_4><(t—30)—(4t—60)><1_
“\t-30) " (t-30)?
_4t=120-4t+60 - 60

- (t = 30)? T (t—-30)?

h'(t)<0,vtel0, 15], donde se conclui que a funcdo é
estritamente decrescente em [0, 15].

No contexto do problema significa que, durante o periodo
de tempo de 15 minutos, o reservatério esteve a esvaziar.

- 60 - 60

h(10) = 75 =307 ~ %00 ~

-0,15

A taxa de variacao da altura do nivel da agua no ins-
tante t=10 é de — 0,15 m/min .

x> se x>0

f(x)=x|x| (= f(x)={
-x* se x<0

Se x< 0, entdo f'(x) =(x)" =—2x.
Se x>0, entdo f'(x)=(x)" =2x.

Se x=0, ent3o:

L fQ+m-f0) . —h-0_

F(07) = lim. h TR S
- _w

=M =, im e h =0

o FO4R)—F(O) -0

PO = lim. h L e

h2
= lim —= limh=0
h—0* h h—0"
Como F(07) =f(0*) =0,
F(0)=0.

a funcao é derivavelem x=0 e




128.2.

129.

130.

Assim, a funcao derivada de f é definida por:

f:R— R
{ 2x se x>0
X\

—-2x se x<0

x> se x>0

) =x|x| & f(x)={
x> se x<0

X |—oo 0
f! + 0 +

f / foy=0 |

f é crescente em todo o seu dominio.

+ o0

0 dominio da funcdo g é RR.
Se x<0, entdo g'(x) = (ln (?)’ =%=%.
R

Se x>0, entdo g'(x) =(e" ™ +x)' =—e

A funcdo nao é derivavel em x =0 porque ndo é continua
em x=0.

Assim, a funcdo derivada de g é definida por:

g : R\{0} — R

2
X X
—e'™ 41

Se x<0, entdo g'(x)<0.

se x<0

se x>0

Sendo x>0, entdo
gX)=0 <<= -e'""+1=0 < e'*=1
&S 1-x=0 = x=1

— o0 0 1

g - S.S. - 0

g | N\ |g@=e| N\ |gm=2|/

g é estritamente decrescente em |- oo, 0[ eem 10,
é estritamente crescenteem 11, + oof .

Mle

Minimo relativo: 2 ; maximo relativo: e

Pode estudar-se a funcao v quanto aos maximos.

N S A N 1 35
v(t)-( 10+ > + 6>_ 1O+3t+ 5
v'(t)—(—t—3+3—t2+ﬁ>'——3—tz+3t+§
“\ 10 2 6) 10 6
g 3t 35
V() =0 & ﬁ+3t+7_0
S -9 +90t+175=0 < t= —%Vt:%

Atendendo ao contexto, considere-se t>0.

0 33—5 + 00
v + 0 -
v / Max \
L. , 35 6125 35
0 maximo é v<?>—?~ 13,4 . v<?>>90

0 Joao excedeu a velocidade permitida.

131.

R()=0 < - 024t+1,2=0 & t=5

t 0 5

+ oo

+ 0 -

Max.

/ N\

A temperatura méaxima foi atingida 5 horas apoés a admi-
nistracao da medicacao.

132.1.

132.2.

133.1.

133.2.

D;=R e f(x)= (%) = (2x — x%)' e?™ = (2 — 2x) >

f(x)=0 < (2-2x)e** =0
& 2-2%=0VvVeX =0 & x=1

-
eq. impossivel

X |—oo 1 + 00
f* + 0 -

f /| f=e | \

f é estritamente crescente em ]-oco, 1[ e é estrita-
mente decrescente em 11, + oo[ .

Maximo absoluto: e

f(1 + X) — eZ(1+x) = ()" — e2+2x = (1+2x+x) e2+2)(—172)(—x2 — eW—x7

2

f(1 _ X) — eZ(1*>()—(1fx)Z — e272x7 (1-2x+x%) — e272x—1+2x—x2 — eW—x

Entdo, a reta de equacdo x=1 é um eixo de simetria do
grafico da funcao f porque f(1+x)=f(1-Xx).

D,=R
a2 Y 2 =x)-2x(e*-1)
9 (X)_<eX—X> - (ex_x)z -
20" —2x—2xe"+2x _ 2¢"—2xe*  €'(2-2)
R

*(2-2
g'(x):fJ@HzO@eX(Z—ZX):DAXEIR

& (¥ =0Vx=1)AXER < x=1

-
eq. impossivel

— oo 1 + oo
g + 0 -
2
g |/ lah=2 N\

g ¢ estritamente crescente em ]-oo, 1[ e é estrita-

mente decrescente em 11, + ool .
Maximo absoluto: 2
e—1

. . 2x . 2

L = lim 2= 1 =—< _=_2
A 90 = A = e e T

X

. . 2x . 2 2

l = 1 = 1 - < __0
x—lvToo 9 (X) X—Ivn:oo e —x x—lvToo e +oo—1

X

0 gréfico da funcdo g admite duas assintotas horizontais,
as retas de equacoes y=—-2 e y=0.

©I0)pF 03104 © THdOTIVINAN
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12+ 1) — x (2x)

Y
oy X '_<x2+1> B (Z+ 1) -
134.1.g(x)—<ln<xz+1>> == = S =
X +1 X+ 1
X+1-2¢
X2+ 1 _ 1-x2
- X Tx(2+1)
Dy,={x€D,: x(x**+1)=0}=R*
134.2. g'(x) = =% _gAxeRr
x (X2 +1)

& x=1TVx=—1)AXxER" & x=1

0 1
g + 0 -

g /S lg=-tn2| \,

+ oo

Afuncdo g tem um maximoiguala —ln 2 para x=1.

Tarefa 17

1.1. 30 minutos correspondea t=0,5.

A(0,5) =4 x 0,5 x e 505 = 1,56

A érea infetada, 30 min apos a picada, era aproximada-
mente igual a 1,56 cm?.

1.2, A(t)= (4t e = 4™ + 4t (- 0,57%%) =
= Aefu,Et _ ztefﬂjt — efﬂ,Et(A _ zt)

AM=e"4-2)=2e">0¢
A@B)=e (4 — 6)=—2e 9 < 0.

Conclui-se, entdo, que uma hora apds o instante em que ocor-
reu a picada, a area infetada estava a aumentar e 3 horas
apos estava a diminuir.

. . . 4t
_ —05ty _ _
1.3. , llm+ A(t) =, le+ (4te )—[ l'm+ (ew)_
1
o |4 X T =0

t

=4 lim

t— +oo

O resultado indica que, com o decorrer do tempo, a area
infetada tende a desaparecer.

1.4, A(t)=0 & e (4-2t)=0
S e =0V4L-2t=0 & t=2

N —
eq. impossivel

t 0 2
A +

A | A@0)=0 ya

+ 0 -

SN

A@2)=

Se 0Kt 2,
area diminuiu.

a area infetada aumentou e para t> 2 a

L. , . . 8
0 valor maximo da area infetada foi de " cm? e ocorreu

2 horas apds a picada.

2.1.1. O comprimento, ¢, do arco AB que limita o setor circular
utilizado na construcao das miniaturas de chapéus é dado
por ¢=10x.

TEMA 2 (cont.)

69

Sabe-se também que o comprimento desse arco é igual ao
perimetro da circunferéncia que limita a base do cone.

Assim sendo, tem-se:

2mr=10x & =X oy po X
2n b3
2
2.1.2. h%(ﬁ) 10 & hr=100 - 22X \/W
T n 72
25 P 5 —
& h=\ [ -xX) & h=;x\/m
3n
5x—
2.2. Quando x=3—n, entdo r= 4 157t ) e
4 T 4

S VEE=2 Ve,

55m?
16
Assim, V-%an( > 5\/ —En

ouseja, V=136,5cm?.

55cm?,

2.3. V=

%an<5x> 5\/7 125x\/m

0 volume do cone é maximo quando x = 294° .

Tarefa18

1. d(N)=f(N)-g(M=e'+1-2e"=1-¢e"'=0,632 (63,2 m)

2. D,=D,nD,=I0, 41NI[0, 41=1[0, 4]
dx)=f(x)—g(X)=e™+1-2xe*=1+e*-2xe*=
=1+e™(1-2x)

Afuncao d é definida por:
d: [0, 4] — R
X 1+e™(1-2x)
3. d écontinuaem [0, 4] porresultar de operacdes entre

funcoes continuas, logo também é continua em [g 3}.

Sabe-se que d<%> = 0,672 e d(3)=0,751.

5
5 3} e d<5><0,7<d(3),
entao, pelo Teorema de Bolzano, conclui-se que

aceB, 3{: h(c)=

Como d é continuaem [E

isto é, a equacdo d (x) =0,7 é possivel no intervalo}g, 3{ .

No contexto do problema significa que, quando 2,5 <x <3,
existe um local onde o rio tem 70 m de largura.

4 dx)=[+e*(1-20] =0+¢C
—e (- 1+2x-2) =e*(2x-3)

d'(x) =
& et=

eN(1-2x)+e™ (-2)=

0 & e*(2x-3) =
0V2x-3=0 < x=15

——
eq. impossivel




X 0 1.5 4
d' - - 0 + +

d | d) \ d(1,5) / d(4)

O comprimento do tabuleiro da ponte € minimo quando

x=15.
1 1 Ve

+1:?+1

f(1,5):e’1'5+1:l3+1:
2

e Ve eVe
3 3 3e

_ 3
g(15)=2x15e"" ==
2

. Ve efe ©
3\/5)_

2

Ve

Entao, A<1,5; ?+1> e B<1,5;

0 comprimento do tabuleiro da ponte é dado por d(1,5) e é
aproximadamente iguala 55,4 m.

Tarefa19
1.1. € (5)=500-1501n (0,5 x 52+ 1) = 109,60

0 custo de 500 pecas é aproximadamente iguala 109,6 €.

1.2. C'(n)= - 241)) =100 - -
€'(n) = (100n - 150 Ln (0,50 + 1)) = 100 150><O'5n2+1
_ 50n% - 150n + 100
- 0,507 + 1
5002 — 1500 + 100 _

0
0,5n% + 1

C'(n)=0 <

< 50n’-150n+100=0A05n°+120&n=1Vn=2

n 0,8 1 2 2,5
c + 0 - 0 +
c /ey N |co| /S

As encomendas de 200 pecas tém custo minimo e as de
100 pecas tém custo maximo.

C(7) 700 - 150ln (0,5 x 72 + 1)
700 700

O custo médio por peca, num periodo em que sdo produzi-
das 700 pecas, é, aproximadamente, iguala 0,31 €.

_C(n) 1000 - 150 In (050" + 1)

14 M) =150, = 100n
_n-15In(0,5n"+1)

n

1.3. = 0,31

1.5. Recorrendo as capacidades gréficas da calculadora obtém-
-se a seguinte representacao:

N

Para que o preco médio por peca seja minimo devem ser
produzidas 280 pecas.

Hinira
w2 BONEEZZ LYY= 1464Y418E .

2. Seja A a projecdo ortogonal de C sobre PT e x a distan-
cia, em quilémetros,de T a A.

Entdo, PT=8-x e CT=V9 +x.

Consideremos a funcao f que a cada valor de x faz corres-
ponder o custo total da conduta, em milhares de euros.

f(x) = 70V9 + x> + 40 (8 — x)

Vamos recorrer as capacidades graficas da calculadora
para determinar o valor de x para o qual a funcao f
assume o valor minimo.

Flotl Flokz Flots WIHOOL
SM1ETET(9HEE v +H4E Emin=g
CE—H2 mmax=g
EE nscl=1
WMe= Ymin=456
“My= “max=cEE
=Me= Yecl=18A
“Me= Ares=1
Hinirun
¥=z.0BE9218 ¥=49z.336HE .

0 custo da instalacdo da conduta é minimo quando
x=2,089 km, ouseja, x=2089 m. Esse custo é aproxima-
damente igual a 492337 €.

Entao, conclui-se que PT = 8000 — 2089 = 5911 m .

g [ XN 2x(x=1) =X xT  x*-2x
135.1. f(x)-(x_1>— PEEIG =iy
. 2_ 90\ (2x=2) (x= 1) — (= 2%) 2 (x=1)
() =X ): -
(X) ((X—1)2 ((X—])Z)z
= ex-2) (k-1 -2 - 2]
- (x—1)* a
X=X =2+ 2-2+4hx 2
- =1y S (x=y
. 2\ 1T 2lnx
135.2. f(x) = (In x):ZlnxX;: "

g><x—2[nx><1
f..(x)=<21nx>_x =2721nx=2(1—lnX)

X x* x? x?

135.3. F(X)=(x+2")=1+(1Nx2"%xln2=1-2"x1n2
f'x)=(1-2"%xn2)=0-(-1)x2*xln2xIn2

=27"x1n?2

136.1. h'(t) = (-t + 7t +1) ==2t+7, logo h'(2)=-2x2+7=3.
A velocidade do corpo no instante t=2 éiguala 3 m/s.

136.2.1. h"() = (- 2t+7) =-2, logo h"(2) =-2.
Aaceleracdoem t=2 éiguala —2m/s?.

136.2.2. A aceleracdo em t=2 éiguala — 2 m/s® porque
h(5)=—2.

137.1. f'(a)<0 e f'(a)>0, logo f'(a)xf'(a)<0.
137.2. f(b)>0 e £'(c) >0, logo f"(b) x f'(c) > 0.
137.3. f(b)>0 e f*(c) <0, logo f(b)xf'(c)<O0.
137.4. f'(c)<0 e f'(d) <0, logo f*(c) + ' (d) <0.

©I0)1pg 03104 ® TIIDTIVINAN
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138.1.
138.2.

138.3.

139.1.

139.2.

139.3.

140.1.

A representacao Il nao pode corresponder a f e a repre-
sentacao lll a f* porque f passa de negativa a positiva,
logo f teria de passar de decrescente a crescente.

A representacao | ndo pode corresponder a f' e arepre-
sentacao ll a f* porque f" teria de ser negativa em todo
o seu dominio pois f' é decrescente, o que ndo acontece.

A correspondéncia correta entre as representacoes grafi-
caseas funcoes é: I-f"; Il-f; Ill-f.

Di=R, F(x)=(x*-2-2) =4x®-6x* e

' (x) = (4x° — 6x%) = 12x* — 12x

f"(x)=0 <& 12X - 12x=0 <& 12x(x - 1) =0

& x=0Vvx=1
X |—oo 0 1 + 00
f* + 0 - 0 +
f ~— | f(0)=— | f(1)==-3 | ~

O grafico de f tem a concavidade voltada para cima em
J-o0, 0O[ eem 11, + ool e voltada para baixoem 10, 1[.

Pontos de inflexao: (0, —2) e (1, —3)

D;=R, f(x)=
" (x) = (xe) = 1e* + xe* = (1 + x)e*
f'x)=0 & (T+x)e*=0 = 1+x=0Ve'=0 <<= x=-1

-
eq. impossivel

(x=1e) =1 xe + (x=1) x e = xe*

X |—oo =l + 00
f* - 0
f | — f(_1):_% ~
O gréafico de f tem a concavidade voltada para cima em
]-1, + ool evoltada para baixoem |-oo, —1[.
Ponto de inflexao: <— 1, —%)
. 2 . 2x
D=R, Fx)=(ln(2+1) =
X2+ 1
f..(x)_< 2x )‘_2(x +1) = 2%(2%) - 2x%+2
T\ 0+ 1) TP +1)
. —2x*+2
f*(x) =0 & e =0 & -2¢+2=0A (+1)?#0

& x=—1Vvx=1

X |—oo -1 1 + 00
f* - 0 + 0
f ~ [ f(M=2| ~ [f(N)=l2| —

O grafico de f tem a concavidade voltada para baixo em
oo, =1l eem 11, +oo[ e voltada para cima em

-1, 1[.

Pontos de inflexao: (-1, In2) e (1, In2)
Fx)=(xe™) =1xe"™ +xx (= 2x)e' " =(1-2x)e'~
Fr(x) = ((1 - 26)e' ™) == 4xe’ " + (1 = 2x) (- 2x)e" ' =

= (= bx = 2x + 4x®)e' ™ = (4x° — bx)e'

TEMA 2 (cont.)

71
140.2. f'(x) =0 < (bxP—6x)e' ™ =0 & 4xX* —bx=0Ve'™ =0
-
eq. impossivel
Xx(bx*-6)=0 & x=0Vx=—%Vx=%
X |—o0 _ﬁ 0 ﬁ + oo
2 2
f* - 0 + 0 - 0 +
f(_ﬂ)z (i)
2
f ol ~— |f(0y=0| — ~
e | O Ve
T 2 T 2e

141.

0 grafico de f tem a concavidade voltada para cima em

}—4, 0{ e em }% +c>o[ e voltada para baixo em
}—oo, —ﬁ{ eem }0%[

Pontos de inflexao:

(\[\ﬁ>(oo) <\f W)

' 2e
f'(x) = 2xz—e7%l=4x— —le7%:4x+le7%
2 2
" (x) = LS R ERATS S
f(x)—<4x+2e >—4+2< 2>e =4 4e

X

f'(x)=0 < 4—%65:0 S el=16

<:>—§ InN16 & x=-21Iln16
X |oo —-2ln16 + 00
f* - 0 +
f N | f=2ln16) | ~~

0O gréfico de f tem um Unico ponto de inflexdo, de abcissa
-2Iln16.

Tarefa 20

1.1.

1.2.

4 4
DE)-DO)=10+ 5ot —<1O+T>~—0,2
Durante as cinco primeiras horas de funcionamento, o dia-
metro da peca diminuiu, aproximadamente, 2 mm .

0 diametro inicial da peca é de 14 cm . Quando este sofre
uma diminuicdo de 20% , o didametro passa a ser de ape-
nas 11,2cm (14x0,8=11,2).

4

D'(t)y=112 < 10+m

=112

i = 2 4

0,0022+1 1,2 < 0,002t +1 =15
7

210 _ ,_ 3

00028 =01 & v

= = 35300 & t=34,1565

t>0

0,1565x 60=9

A peca deve ser substituida ao fim de, aproximadamente,
34 horas e 9 minutos de funcionamento.




1.3.

2.1.

2.2.

2.3.

2.4,

D'(t)=<10+$> =0 +LO'OOMZ=
0,002t2 + 1 (0,002¢2 + 1)
_ -0,016t

(0,002¢2 + 1)°

. (t):< —0,021& 2)
(0,0022 + 1)
 —0,016 (0,002 +1)° - (- 0,016¢) 2 (0,002¢*+1) (0,004t) _
[(0,002t2+1)2]2
— 0,016 (0,002¢ + 1) [0,002¢* + 1 — 2 x 0,0042]
(0,002¢2 + 1)* -
1- 0,006t
(0,002¢ + 1)°
1-0,006
(0,00222 + 1)°
& 1-00068=0 & t=1291

=-0,016 x

D'()=0 < - 0,016 x

t 0 12,91 + o0
D" - - 0 +
| oo |\ [Da29| S
A taxa de variacao do didmetro é minima quando t=12,91h.
100 100
PO =T %= =%

Na reabertura apos o periodo de férias, existiam em arma-
zém 20 toneladas de produto.

100 100
T+ 4e70%4 7 1 4 fe™!
Nao ha em stock quantidade de produto suficiente para
satisfazer a encomenda porque P(4)<48.

P (4) = ~ 40,5

100e %
(1+ de02)?

P (f) = 100 '_ 0 7100(4 (*0.25)9’0'25‘) -
O =\T5ze) = (14 4o o)

- 0,25t '
Py =00 ) _
(1 + Aefu,zsz)z
_ 250 %% (1+ he °®)’ — (100 °%) 2(1+ he °%) (e °%) _
[(1+ o0z

B — 25e—0,251(1 + Ae—D,ZEI) (1 + 4e70,25t _ 8e—0,25t) _
B (1 + 4970,2&)4 =

—25e7 0% (1 — 4o~ 0%

(1+ 4e 02
—25e” (1 - 4e” ) 0
(1+ 4e o2’

& 256 0B (1 - 4e PP =0 A (1+4e2%) 20
& 1 4e "B = & 9% =025 & —0,25t=(n0,25

P'(t)=0 &

ln 0,25
& t= ~0.25 < t=5b
t 0 55 + oo
P |+ + 0 -
PP | PGS |\

A taxa de crescimento de produto em armazém é maior ao
fim de 5,5 dias.

. 100 100

L = =100
(=10 T+ 4e 0B 1+ 4x0
Conclui-se que, com o decorrer do tempo, o stock em
armazém tenderia para 100 toneladas.

lim P(t)=

t—> +o0

Tarefa 21

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

P0)=50x0xe "0 4+12=12

P(9)=50x9xe 7 +12=594

0 programa teve maior audiéncia no fim porque P(9)>P(0).
P'(t) = (50t x e %% +12)" = 50~ "% + 50t (- 0,25 %) =
=50e"%%!(1 - 0,25t)

P'(t)=0 < 50e%'(1-10,25t)=0

& 50e =0V 1-025t=0 < t=4

eq. impossivel

t 0 4 9
P + + 0 - -
P | P(0) /" P(4) \ P(9)

A funcdo tem um maximo para t=4. Logo, o debate teve
inicio as 19 horas.

Recorrendo as capacidades graficas da calculadora, tem-se:

Flotl Flotz Flots W IHOOL
=N ESEEe ™ -E, 25K min=g
MH1Z Amax=4
~NeBED necl=5
wMe= Ymin=
sMy= Ymax=1868
wMe= Vacl=18
Mg = Aress=
/ 4}"5'&\:“\”1

H=i ERHE0FF _Y=EE

4"““*“ Conclui-se, entao, que p=1,6 e
H=B.AGPENEE _V=EE . . .| (¢=~82.

No contexto apresentado, significa que entre as 16 h 36 min
e as 23 h 12 min, aproximadamente, a percentagem de
estudantes que ouviu o programa foi nao inferiora 65% .
P*(t) = (50e~%%(1-0,25¢)) =

=50 (-0,25)e "% (1 - 0,25t) + 50e~ "% (- 0,25) =
=-12,5e7%%(1 - 0,25t +1) = —12,5e"%%/(2 - 0,25¢)

P"(t)=0 < —12,5e "% (2 — 0,25t) = 0
& —125e0P'=0Vv2-0,25t=0 < t=8

eq. impossivel
t 0 8 9
P" - - 0 + +
P | PO | | P@B) | ~ | PO

A curva representativa do modelo tem um ponto de inflexao
quando t=8, o que corresponde as 23 horas.
0 “espaco musical” teve a duracdo de uma hora.

Na primeira semana, 10% dos estudantes ouviram a aber-
tura do programa, logo P(0)=10.

P(0)=10 & ax0xe™+¢c=10 & c=10
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Assim, P(t)=atxe®+10.

Como o maximo da audiéncia ocorreuas 20 h, com 80%
dos estudantes a escutarem o programa, sabe-se que
P'(5)=0 e P(5)=80.

P'(t) = (at x e +10)" = ae™™ + at x (—b)e "' = ae (1 — bt)
{P'(5):O {ae‘5”(1 —5h)=0
P (5) =80 5ae™® + 10 = 80
{ae’5":0V1—5b:0 {a:O\/b:O,Z

5ae™* =70 ae =14
g{b:[],z {b=0,2
ae =14 a=1lbe

Assim, tem-se: a =38,06; b=0,2¢e c=10.

Entdo, conclui-se que P (t) = 38,06t x e ** + 10 .

Pag. 103
= x)

142.1. f(—x):—(—x)‘+T+1:—x‘+%2+1 =f(x)

Afuncao f é parporque f(-x)=f(x),Vx€D,.
1462.2. g-X)=x° - x)=— X +x==(=x) =— g (%)
Afungdo g éimparporque g(-x)=-g(x),Vx€D,.

~ x)* - 3(- 2

A funcao h nao é par porque h (- x)#h (x) e nao éimpar
porque h(—x) #—h (x).

Portanto, a funcao h nao é par nem impar.

~(-x) -x X -x -X X
142_4_/.(_X):e te™ _e+e” e+e .

- X - X X
Afuncdo j éimpar porque j(-x)=—j(x), Vx€D,.

143. A funcdo par é a g porque quando uma funcdo é par, obje-
tos simétricos tém imagens iguais, logo o dominio de uma
funcdo par nao pode ser IR\ {1}. Nesse caso —1 pertence
ao dominio e 1 nao pertence.

14410, [y
Foo+ 0 - 0 +

fl /3 | N\ 2| /

144.2. A funcdo f é continua porque admite derivada finita em
todos os pontos do seu dominio.

— 0o -1 4 + 00

144.3. Seja t a reta tangente ao grafico de f no ponto de
abcissa — 1.
t:y=mx+bem=Ff-1)=0
0 ponto P(—1, 3) pertence ao graficode f eareta t,
logo b=3.
Assim, a reta t é definida pela equacdo y=3.

144.4. De acordo com as condicdes dadas, um possivel gréfico
de f é, por exemplo:

TEMA 2 (cont.)

144.5. D;=1-4, 3]

145.1.

145.3.

146.1. Dominio

Di={x€R: xX*+120}=R

Paridade
f(=x)=

_—Xx ___x
Ex2+17 X+17

f éimpar porque f(-x)==f(x), Vx€E€D;.

Assintotas
e Assintotas verticais

0 dominio da funcdo é IR e a funcao é continua por ser
racional, logo o seu grafico ndo admite assintotas verticais.

* Assintotas horizontais
Se X — + 00

im fo)= lim —*—= lm %= lim 1=0
X—> +00 x— 400 x> + 1 X—> 400 X’ X—> +00 X

A reta y=0 é assintota horizontal do gréafico de f
quando x — +o0o.

Se x — — o0

im f)= lim —>

X—>—00 x——oc0 X* + 1 = X—>—00 X’ x——o00 X
Areta y=0 ¢, também, assintota horizontal do gréfico
de f quando x — —oo.

Pontos de intersecao com os eixos

e Zeros

F(x)=0 @ﬁ:ﬂ & x=0AX+1#20 & x=0

1

0 grafico de f interseta o eixo das abcissas e das orde-
nadas no ponto de coordenadas (0, 0).

Intervalos de monotonia e extremos

f'(x)=< X >': 1(¢ +1) — x (2)

X2 +1 x*+1)?

1—x?
T (x+1)7?

F(x)=0 = 1-¥=0AX+120 & x=—1Vx=1



X |—oo -1 1 + 00

f - 0 + 0 -

f | \.|-05| /| 05 | \

e Intervalos de monotonia
f é crescente nointervalo 1- 1, 1[.

f é decrescente nos intervalos ]-oco, —1[ e 11, + oo[.

e Extremos

0,5 é maximo absoluto e —0,5 é minimo absoluto.
Sentido das concavidades e pontos de inflexao

" (x) :< X >l_ (=2x) (P41 =2(x"+1) (2x) (1-%°) _

2+ (+1)"
N[220 (@ + 1) = dx(1 =) 26 - bx
B o+ 1) Ty
. 2% — bx 5 )
f'x) =0 & —; =0 2 -6x=0AXx"+1%0
x*+1)

& % (-3)=0 & x=0Vx=—13Vx=\3

X |-o0 -3 0 V3 +o00
+

f* - 0 + 0 - 0

fl V3~~~ 0 | (V3 |~

Se XE]—OO, —\/5[ e se XE]O, \@[ , a concavidade
do grafico é “voltada para baixo”.

Se xE]—\/ﬁ, 0[ e se xe]\/ﬁ, +0<>[ , a concavidade
do grafico é “voltada para cima”.

Os pontos de coordenadas <—\ﬁ —?) , (0, 0) e
<\/§ ?) sao pontos de inflexao do grafico de f.
Contradominio

D;=[-0,5;0,5]

Representacao grafica

y
322
4 Lo f
—3 -1 L
0 143 %
e _\E
o5 4

146.2. Dominio
Di={x ER: 2-x#0}=R\{2}

Paridade
X0 X x
FEN="5"C8 = Zex

A funcdo f nao é par porque f(-x)#f(x) e ndo é impar
porque f(-—x)#—f(x).

Assintotas
e Assintotas verticais

A= i S T

2 _
lim F()= lim X=X=2 1 oo

X—r 2" x—2- 2—x 0"

Areta x=2 é assintota vertical do gréfico de f.

® Assintotas nao verticais

Se existirem assintotas nao verticais serao do tipo
y=mx+b; m, bER.

Se x — + o0

. f(x) ) x> — X . x?
m=_lim —= lim ;= lim —=-1
x—+00 X x—+00 2X — X°  x—+00 —X'

X—> +00 X—> +00 - X
: X2 =X +2x — X2 . X . X

= lim [———————]= lim —— )= lim —=-1
X—>+00 2—x x—+00\2—X) x—+o0—X

Se m=-1e b=-1, entdoareta y=—x—1 ¢ assin-

b= lim (Fx)-mx)= Llim (X;‘XH):

tota obliqua do gréfico de f quando x — +oco.

Se x — — o0

. f) . x> —x ) x?
m= A e = A

2
b= lim (f()-mx)=_lim (’;__

2 _ 2
= lim (w>: lim <L>= lim %X =1

X—>—00 2—x x——00 \ 2 —Xx x——00 —X

Areta y=—x—-1 também é assintota obliqua do grafico
de f quando x — — oo .

Pontos de intersecao com os eixos

e Zeros

2 _

X=X 0= ¥-x=0Ax22
2—-x

& x=0Vvx=1

f(x)=0 &

0 grafico de f interseta o eixo das abcissas nos pontos
de coordenadas (0, 0) e (1, 0).

Intervalos de monotonia e extremos

o (=X  (2x=NxQ2-x) - (=-x)x (1)
f(x)_<2—x>_ 2—xy -
=X+ hx -2

(2-x°
f(X)=0 < —xX*+4x-2=0Ax#2
& x=2-V2Vvx=2+V2

o0 | 2-4/2 2 2+V2 | +oo

- 0 + S.S. + 0 -

N 2=V | S ss | S (2+V2) | O\

* Intervalos de monotonia
f é crescente nos intervalos ]2 -V2, 2[ e ]2 L2+ \ﬁ[
f é decrescente nos intervalos ]— oo, 2 - \/5[ e
]2 V2, + 00[ .

* Extremos
f(2+V2)=-2V2-3 émaximo relativo e
f(2-V2)=2V2 -3 éminimo relativo.
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147.1. Dominio

Sentido das concavidades e pontos de inflexao

vy (=X hx=2Y
o5
XA 222 -x) 1) X+ 4x=2)
B (2 -x)* B
-0 [Exh) 202X+ bx=2)] 4
- 2-x* C@2-x
f"x)=0 & FAXP: 0 (eq.impossivel)

X |—oo 2 + 00

f* + S.S. -

f ~— S.S. N

Se x €12, +oo[, a concavidade do grafico é “voltada
para baixo”.

Se x €E]-o0, 2[, a concavidade do grafico é “voltada
para cima”.

0 grafico de f ndo tem pontos de inflexao.

Contradominio
Di=]-c0, —2V/2-3JU[2V/2-3, + oo
Representacao grafica

y

Di={x€R: (x—1)2=0}=R\ {1}

Paridade

f(_X):(_N;X): -3

x=1%  (x+1)?

A funcdo f ndo é par porque f(-x)#f(x) e ndo é impar
porque f(—x) #—f(x).

Assintotas
¢ Assintotas verticais

3x 3

AmFe = lim S =g e
. . 3x 3
A=l Gy = =

Areta x=1 é assintota vertical do grafico de f.

¢ Assintotas horizontais

Se x — + o0

. . 3x .
lim f(x)= lim —————= lim
X—> +00 x— 400 X —=2x+1 x—+o00 x x—>+00 X

TEMA 2 (cont.)

75

A reta y=0 ¢é assintota horizontal do grafico de f
quando x — + oo,

Se x — — o0

X . ) 3
—2x+1 @ lim,x =0

x——o00 X

lim f(x)= lim
X—>—00 X—»—00

Areta y=0 ¢, também, assintota horizontal do gréfico
de f quando x — —oo.

Pontos de intersecao com os eixos
e Zeros

(XEXUZ:U & H=0Ax#1 & x=0

0 grafico de f interseta o eixo das abcissas e das ordena-
das no ponto de coordenadas (0, 0).

f)=0 <

Intervalos de monotonia e extremos

v 3 Y _3(x—=1)-3xx2x(x—-1)
f“*(u—ng‘ =17 -
_(x=1)(Bx-3-6x) -3x-3
- (x-1)* T (x=1)

fX)=0 <= -x-3=0Ax#1 & x=-1

X |[—oo -1 1 + 00

f' - 0 + S.S. -

fl o\ —% /] ss |\

e Intervalos de monotonia
f é crescente nointervalo ]- 1, 1[.
f é decrescente nos intervalos ]J-oco, —1[ e]1, + ool .

e Extremos

—% é minimo absoluto.

Sentido das concavidades e pontos de inflexao

(x=1)°
:(x—1)2[(—3)(x—‘|)—3(—3x—3)] x4 12

x=1)° (x=1)"

—3x—3>' (=3) (x=1°=3(x—1)*(~3x—-3)

o= - b= 1)

F(0)=0 < ‘(":j:)%:o S bx+12=0Ax2] & x=—2
X |—-o0 -2 1 + oo
f - 0 + s.s +
f N —% — S.S N—

Se x€]-o00, —2[, a concavidade do grafico é “voltada
para baixo”.

Se x€1-2, 1 e x€I1, +oo[, aconcavidade do gra-
fico é “voltada para cima”.

0 grafico de f tem um ponto de inflexao, o ponto de coor-

2
denad -2, —=].
ena as( , 3>

Contradominio

D}:{ %, +oo{




Representacdo grafica

-2 -1 Jo
— :72

_3
Z

147.2. Dominio

=(xER: x*-1>0l=]1-00, —=1[UI1, + o0l
Paridade
Flex) = - X - X

f é impar porque f(-x)=—f(x),Vx€D;.

Assintotas
* Assintotas verticais

lim —X -1

Xl_lrﬂ+f(x)=x_’1+\/ﬁ 0 =+ 00
. X -1
Xﬂ’rgrf(x)— £m1 ﬁ_ > — oo

Asretas x=1 e x=-1 sdo assintotas verticais do gra-
ficode f.

¢ Assintotas horizontais

Se x — + o0

lim f(x)= Llim = lm —X -
X—> +00 X—> +00 2 _ X—> +00
= xz<1 3
X
lim = lim
X—> +00 X—>+OO
Areta y=1 ¢é assintota horizontal do grafico de f

quando x — + oo,

Se x — — o0

. . . X
lim f(x)= Llim = lim —————= 148.
X—> +00 x—»+oo\/ﬁ X—> +00 ) : 1
e

= lim = lim
X—> +00 X—> +00

X\ -= -— 149.
Areta y= é assintota horizontal do grafico de f

quando x — —oo.

Pontos de intersecao com os eixos
® Zeros

f(x)=0 <

X . .
=0 x=0AXx€D, impossivel
VxE=1
0 grafico de f nao interseta o eixo das abcissas.
e Intersecao com o eixo das ordenadas

0 gréfico de f nao interseta o eixo das ordenadas por-
que 0 &€ D;.

Intervalos de monotonia e extremos

P V=1 -2

f'(x):(*)l: 2\/X2—1X:
x2=1 (Ve =1)
T x? x2—1-x
_ VX2 -1 _ Vx? =1 _ -1
x> =1 x> =1 (Xz—'l)\/ﬁ

f'(x) <0,V x€D

e Intervalos de monotonia
f é decrescente nos intervalos ]-oco, —1[ e 11, + oo[.

* Extremos
0 grafico de f ndo tem extremos.

Sentido das concavidades e pontos de inflexao

3 1y
) 1 0+2(x 1)2 (2x) ax
" (x) = 3| = oE-1) = 5
x*-1)? -1z

f"x)#0,Vx€ED,

X |—oo -1 1 + o0

f - S.S. S.S. S.S. +

f N s.s. s.s. s.s. ~—
Se xE€]-o00, —1[, a concavidade do grafico é “voltada
para baixo”.
Se xE€]1, +oo[, a concavidade do grafico é “voltada
para cima”.

O grafico de f nao tem pontos de inflexao.

Contradominio
—1[Ull, + ool

le:]_oo;

Representacao grafica

A expressao que corresponde a f(x) é arepresentada em II.
Atendendo ao dominio excluem-se as opcoes | e IV. A opcao
11l também se exclui porque a derivada de uma funcao qua-
dratica é uma funcao afim.

2

f(x) = (e™) =— 2xe™*
£ (x) = (= 2xe™) == 26 + (= 2x) (= 2xe™¥) = ¥ (= 2 + 4x?)

0 ponto C pertence ao eixo das ordenadas e ao grafico de
f*, logo C(0, f"(0)), ouseja, C(0, —2).

Os pontos A e B pertencem ao graflco de f"
nada nula, pois pertencem ao eixo das abcissas.

e tém orde-

') =0 < e (-2+4x) =0 & e =0V-2+4x’=0
N
eq. impossivel
= xz=% = x=—gv)(=¥

Entao, conclui-se que A <¥ 0> e B<_§' 0).
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150.1. f,(x) = (xe* —nx)' =1 xe*+xe*—n=e"(1+x)—n
1(0)=-2 < "(1+0)-n=-2 & 1-n=-2 & n=3
150.2.1. 7 (x)=(e*(1+x) —n)y =e*(1+x) + e*=e*(1 + x + 1)
=e"(2+X)
fr(x)="1f(x) & e(1+x)—n=¢€e"(2+X)
S n=e"(1+x)—e"(2+x) & n=—¢"
A equacao é impossivel porque n € IN .

150.2.2. ' (x)=0 = e*2+X) =0 <= =0V 2+x=0 < x=-2

S~
eqg. impossivel

X |—oo =7 + oo
fro | - 0 -
fn /\ fn(_ 2) ~

Conclui-se que todas as funcoes da familia no ponto de
abcissa —2 tém um ponto de inflexao.

151.1. Dominio

D={xER: %>0/\x¢0 =R*

Paridade

Como o dominio da funcdo é IR*, nao faz sentido falar em
paridade.

Assintotas

e Assintotas verticais

lim f(x)= lirrgr <x+ (n %>:+ oo
x>

x—0
Areta x=0 é assintota vertical do grafico de f.

* Assintotas nao verticais
Se existirem assintotas nao verticais serao do tipo
y=mx+b; m, bER.

f X+ ln— 1
m= tim 29 m X im <1+l”;‘ ):

xX— 400 X X—> +00 X X—> +00

= lim (1+_l”>:1—0=1
X

X—» +00

b= lim (f(x)—mx)= Llim <x+lnl—x>=
X—» +00 X— +00 X

= lim <ln i>=— [=S]
X—» +00 X

Como b & R, o graficode f ndo admite assintota nao
vertical.

Pontos de intersecao com os eixos

e Zeros
f(x)=0 < x+ln%=0 & x—lnx=0< lnx=x
(eq. impossivel)
0 grafico de f nao interseta o eixo das abcissas.

e Intersecao com o eixo das ordenadas

0 grafico de f também nao interseta o eixo das ordena-
das porque 0 & D;.

TEMA 2 (cont.)

151.2.

Intervalos de monotonia e extremos
1
x? 1 x-1

f'(x)=<x+ln%>l =1+
x

fx)=0 = x-1=0Axz20 & x=1

X 0 1 + oo
f' S.S. - 0

f |ss | \\ 1 /

¢ Intervalos de monotonia

f é crescente no intervalo 11, + oo[.
f é decrescente no intervalo 10, 1[.

e Extremos
1 é minimo absoluto.

Sentido das concavidades e pontos de inflexao

f"(x):<1—%>lzl f(x)>0,VxER"

Entdo, o grafico de f tem a concavidade “voltada para
baixo” e nao tem pontos de inflexao.

Contradominio
D;=1[1, +o0[
Representacao grafica

y

S
>

Dominio
Di={xER: e +1#0}=R

Paridade
1 1
e e* e* 1
fl=x)= = = =
&) e+ 1 1 1T+e¢ T+¢
—+1 v
e e

A funcdo f nao é par porque f(—x)#f(x) e nao é impar
porque f(=x)#—f(x).
Assintotas

® Assintotas verticais

0 dominio da funcao é IR e a funcdo é continua, por ser
o quociente entre duas funcdes continuas, logo o seu
grafico ndo admite assintotas verticais.

® Assintotas horizontais

Se x — + o0

im f()= lm —S—= lim A
X— +00 x— 400 X 4+ 1 X—» +00 1
e"<1+fx>
e
= lim —— =1
X—> +00
1+7x
e



Areta y=1 ¢é assintota horizontal do grafico de f
quando x — + oo,

lim f)= lim —° 0 _g
X—>—00 X

Se x> -0 LNl

A reta y=0 ¢é assintota horizontal do grafico de f
quando x — —oo.

Pontos de intersecao com os eixos

e Zeros

X

F()=0 & ———=0 < e=0A e+1#0
e+ 1

A funcao nao tem zeros, logo o gréfico de f nao inter-
seta o eixo das abcissas.

e Intersecao com o eixo das ordenadas
0 grafico de f interseta o eixo das ordenadas no ponto

de coordenadas (0 , f(O)) = (0 , %)

Intervalos de monotonia e extremos
p (X) :< X ) _ ex(ex + 1) _Qex X B e 4 _Ze2x
e +1 (e*+1) e+
o

= f(x)>0,VxER
(e*+ 1)

e Intervalos de monotonia
f é crescente em todo o seu dominio.

e Extremos

f nao tem extremos.

Sentido das concavidades e pontos de inflexao

f"(x)=< e 2)' I G 1?2 —2(e*+ 1) e _
(e*+ 1)

e+ 1"
e+ ) (e"+1-2e") e (1-¢)
- (e +1)° T e+ )
X ‘|_ X’
F=0 e SU78) g e1me) =0 A (417 20
(e"+1)
<~ x=0
X |—oo 0 + 00
£ + 0 -
f N % VS

Se x€]0, +oo[, a concavidade do grafico é “voltada
para baixo”.

Se xE€J]-o0, 0[, a concavidade do gréfico é “voltada
para cima”.

0 grafico de f tem um ponto de inflexao, o ponto de coor-

1
denadas <0, E)'

Contradominio
D;=10, 1]

Representacdo grafica

151.3. Dominio

D,=R

Paridade

fl=x)=—xe™*—e™

A funcdo f nao é par porque f(—x)#f(x) e nao é impar
porque f(—x)#—f(x).

Assintotas

¢ Assintotas verticais

0 dominio da funcdo é IR e a funcao é continua por ser a
diferenca entre duas funcdes continuas, logo o seu gra-
fico nao admite assintotas verticais.

e Assintotas nao verticais
Se existirem assintotas nao verticais serao do tipo
y=mx+b; m, bER.

Se x — + o0

i mz lim (e*—e—>= lim {e”<1—l>}=+oo
Xx—+oo X X—> +00 X X—> +00 X

m= Llim

Como m & R, o grafico de f ndo admite assintota n3o
vertical quando x — +oo.

Se x — — o0

fx)

eX
m= lim —= lim |(&——|=0
x— -0 X X—» —00 X

b= lim (f(x)—mx)= lim (xe*—e)=

= lim (-ye’—e”) = lim <—l - e’y> =0
y— +co y— +00 eV
Mudanca de variavel:
Fazendo —x=y, vem x=-y.
Se x — —o00, entao y — +o0.
Areta y=0 ¢é assintota horizontal do gréfico de f quando
X — — 00,
Pontos de intersecao com os eixos
e Zeros
f(X)=0 < xe¥—e*=0
S efx-1)=0<= &=0VvVx-1=0 & x=1
-
eq. impossivel
0 gréfico de f interseta o eixo das abcissas no ponto de
coordenadas (1, 0).
e Intersecao com o eixo das ordenadas

0 grafico de f interseta o eixo das ordenadas no ponto
de coordenadas (0, f(0))=(0, —1).

Intervalos de monotonia e extremos
f'(x) = (xe¥ — ) =1 x e+ xe* — e* = xe*
f(X)=0 < xe*=0 < x=0Ve'=0 < x=0

s
eg. impossivel

X |—oo 0 + 00
f' - 0 +

fF I\ -1 7

e Intervalos de monotonia
f é crescente no intervalo ]0, + oo[.

f é decrescente no intervalo ]- oo, O[.
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TEMA 2 (cont.)

* Extremos . 2 1
FO)=(ln(@2x+4) ="—=——>
-1 é minimo absoluto. Xx+4 x+2
1
Sentido das concavidades e pontos de inflexao . iy
‘w=l2-tml1-%)) =0 2 1
f(x) = (xe*) =1 x e +xe*=e*(1 +x) gw={2-In{1-3)) = _1 X 2—x
f"x)=0 < e(1+x)=0 & =0V 1+x=0 :
eq. impossivel f'(b) =1 < e 1< b=-1
X |—o0 -1 + 00 g'(a)=1<:>21Ta=1<:>a=1
f* - 0 + 0 ponto C tem a mesma abcissa que o ponto A e a mesma
Py 2 ordenada que o ponto B.
f e ~ A ordenada do ponto B é dada por f(—1), ou seja, é igual

aln2.

Se xE€J-o0,—1[, a concavidade do grafico é “voltada Assim sendo, as coordenadas do ponto C sao (1, ln2).

para baixo”.
Se x€]-1, +o00[, aconcavidade do gréfico é “voltada P4
g. 110
e [ Pég. 110
0O gréfico de f tem um ponto de inflexao, o ponto de coor- Proposta 1 5% 1242 Sxba?
2 1 _ _ X +Z I9XOo+ -
denadas (1, -2 . P(2)-p= 2 EEE SXOEZ g9

A previsao para a variacao do peso no segundo semestre do

Contradominio primeiro ano de vida é de, aproximadamente, 0,189 kg, ou

Di=[-1, + ool seja, 189g.
Representacao grafica 2. v P(3) - P(0) _ 4,25 -2 ~075
' 3-0 3
y No primeiro semestre de vida, o peso do animal aumentou a
; razdo de 0,75 kg/més .
O 3. P'(t)=<5t+2> =5(t+1)—1(25t+2)= 3 _
10 /1 3 t+1 (t+1) (t+1)
<17 P'(A):%:OJZ
Significa que no instante t =4 o peso estd a aumentar a
razao de 0,12 kg/més .
Pag. 107
_ Proposta 2
kX k
' _ K _ _"
1521f(X)—(ln(X))— X T x 1 C(t)_3t2+4t+15_3t2+3t+3+t+12_
FE)=1 < L1 & k=3 . R
- 3 - _3(t2+z‘+1)+t+12_3(t2+t+1)+ t+12
K - 2t+1 TRt trt+1
152.2. f'(2):2<:>§:2<:k:4 B t+12
p TPt
152.3.f(—1)=2(:>j=24:>k=—2 ) 0(0)—3X02+4X0+15—E—15
) T 0P+ 0+1 T
Pag. 108 Quando o sumo foi colocado no frigorifico, a temperatura

ambiente erade 15°C.
153.1. F(x)=(e"—-e™) =e"—(-1)e*=e"+e*
. e B - C(2)-C((0) 5-15
ffx)=(e"+e”)y=e"+(-1)e"=e"—e™ 3. tmvg = 0 =5 -
Entdo, f"(x)=f(x), VXER. Nas duas primeiras horas, a temperatura do sumo baixou,
em média, 5°C por hora.

t+12 ) OB A1) - 2t +1) (E+12)

-5

153.2. f(x)+ " (X)=Ff(x) < 2(e"—e)=e"+e*
0

(:)e*—3e’*=0<$e*—%= 4. C'(f)=<3+tz

+t+1 (B+t+1)°
2x
& &3 1o o320 =3 & 2=1n3 — €= 2411 qy_1-26=11_-36
; = Cy="r1—"S""0 =2y
1 1 (+t+1) (1T+14+1) 9
= X=5Ln3 S x=nd¥ & x=\3 Ataxa de variacdo no instante t=1 éiguala —4 °C por hora.
g . . t+12 . t+12
| . 5. lim C(t)=1 3+——]=3+ | — =
Bl Pag. 109 LU 0 t—'»Too< * t2+t+1> +t—'>Too<t2+t+1>
§° 154. Areta t deequacdo y=x+1+(n2 étangente aos graficos =3+ lim (Lz)=3+ lim <l>=3+0=3
& das funcées f e g, respetivamente, nos pontos B e A. oot t—oo\
2 Logo, sabe-se que f'(b)=g'(@)=m,=1, sendo a e b as Se a Ana deixar o sumo muito tempo no frigorifico, este
§ abcissas dos pontos A e B. ficarda 3°C de temperatura.
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Proposta 3

FO)—f(=1) 1-(1
1.1, tmv, o= (0)_ (_(1) )= 'E )=2
1.2. tmv.; o= ey-1@ - =0

2-(-3) 5

2. Por exemplo, [-3, —1].
t.m.v. 3 ;<0 porque f(=1)<f(-3).

3. A afirmacao é falsa. S6 podemos afirmar que f(b) < f(a) .

Proposta 4

1.1. Porexemplo, [b, c].

b, dl.
1.4 Porexemplo, [a, d].

b,
1.2. Por exemplo, [a, b].
1.3. Porexemplo, [

[

2.1. Ataxa de variacdo da funcdo no ponto de abcissa b é igual
aol.
2.2. f(b)=0, f(@>0 e f(c)<0, logo conclui-se que
f'(c) < f(b)<f(a).
Proposta 5
0+ 20
1. = -6=
d (0) 0 6=14
A distancia entre a casa do Luis e a da sua avd é de 14 km .
t+20 t+ 20
2. d(t)=0 —6=0 —6=0
® <:>2t2+1 c>2t2+1
t+20-12t2 -6 — 122 +t+ 14
212+ 1 0= 262+ 1 =0
S -2+ t+14=0A20+120. t=112V t=-104
Como t >0, conclui-se que t=1,12. 0,12x60=7
Aviagem demorou, aproximadamente, 1 horae 7 minutos.
0,75 + 20
. 75) = ———>——-6=3,7
3 d(0.75) 2x0,75%+1 6=3.76

Ao fim de 45 minutos, faltavam percorrer, aproximada-
mente, 3,76 km, ou seja, tinham sido percorridos, aproxi-
madamente, 10,24 km .

By
B

5. 0 Luis ndo fez a viagem com velocidade constante porque
em intervalos de tempo iguais, os espacos percorridos sao
diferentes, como se pode observar a partir dos valores obti-
dos na alinea anterior.

Proposta 6
1. d(B)—d(4)=(C2%x52+94x5) - (2x42+94xb)=76

A distancia percorrida durante a 2.* hora de viagem foi de

76 km .
d(5)-d(0) 420-0
2.  tmuvg 5= =0~ & -

A velocidade média durante a viagem foi de 84 km/h .

84

3. ()= 20+ 94t) =— 4t + 94, logo d'(2) =86 .

No instante t =2, a velocidade instantanea era igual a

86 km/h .
Proposta 7
2
1.1. =tmuvy ==
m,=tmuv., 7 3
1.2. lim f0-1G =f@3)=m,=m,= 2 (Retas paralelas tém
x—3 x—-3 .
o mesmo declive.)
2. t: y:%x+ b
O ponto P(3, 8) pertenceareta t, logo 8= % xX3+b
& b=6.
A equacao reduzidadareta t é y= %x +6.
Proposta 8
1. imIW=9@) o) m = tg (1209 = — tg (60°) =—\/3

x—2 xX—2

2. Os pontos P(2, y) e A(4, 0) pertencem areta t, logo

sabe-se que:
= Vie Lo Vi =28
Proposta 9

1. Avreta s é paralela areta r e tangente ao grafico de f no
ponto A de abcissa a, entao, tem-se:

m,=m, e f(@)=m,.
Sabe-se que m,=4 eque f(x)=(xX*—2x*+2) = 3x* - 4x .

Entdo, f(a)=m, <> 3a’—4a=4 <& 3a°—4ba—-4=0

(= a:ZVa:—%.
Como a<0, conclui-se que a:—g.

3

2. Sendo as retas tangentes paralelas ao eixo das abcissas,
sabe-se que tém declive nulo.
Fx)=0 & 3x’—4x=0 < x(3x-4)=0
& x=0Vx= %

Sabe-se que as coordenadas dos pontos pedidos sao

(0, F(0) e <§ f(%)) ouseja, (0, 2) e <§ %)

Proposta 10

g(x)-9@)
x-3

4-0 1

1. lim 07—8_ 2

x—3

=g'(3)=m =

2. A equacao reduzidadareta t é y=—%x +4.

O ponto A tem abcissa 3 e pertence areta t, logo a sua

ordenada igual a g .

+
Ausocr = 2 x 0C=
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TEMA 2 (cont.)

81

Proposta 11 Proposta 15

1. D,={xER: xED,Af(x)-3>0}= 0 grafico de f é uma reta que interseta os eixos coordena-
¢ dos nos pontos (0, 1) e (3, 0), logo, o declive da reta é

=x€ER: xERAf(x)>3t=]-1, 2[U]5, + ool ) 0—1 1 o 1
igual a 3-0- 3 °° funcao é definida por f (x) :—§x+ 1.
2. f'(-=1)>0, f(3,77=0 e f(2) <0, logo conclui-se que 1 1
f'(x):(——x+ 1>' =——,Vx€R
FR)<FEBT<FED. 3 3
Assim,
3. f'(2) =—% , pois o declive da reta tangente ao gréfico de f g\ ' (0)x £(0) - g (0) x £(0) 7%><1—1 X <—%>
no ponto de abcissa 2 é negativo . I3 (0) = (f(O))z = 172 =0
A reta tangente ao grafico de f no ponto B é definida por A opcao correta é a (A).
y=- §X +b.
Como o ponto B de coordenadas (2, 3) pertence a reta m
tangente, entao tem-se: Proposta 16
9 18 33 . B
3=—§X2+b e b=3+? 4 b=? Sejam a e b os zeros da funcao f'.
- ' < A
Entdo, a equacdo reduzida da reta tangente ao grafico de f iranbe]ase;][ue f)<0.Vx&la, bl, logo f édecrescente
noponto B é y=— %x +%. Assim sendo, a opcao correta é a (A).
Proposta 12 Proposta 17
1 l . -3 1 9y = 22-3 1 1.1. Seja t aretatangente ao grafico de f no ponto de abcissa
- im0y = lim =0, 9@ == e -1.
i t:y=mx+b e m=F(1)
lim g(x) = lim M= © '
x—2 x—2 xX—2 f'(x):<—§+x2—7> =-x*+2x, logo
o (Wx=1=) (Wx=T141)
= lim, = m==(-172+2(-1)=-3.
=2 x=2)(Vx=1+1) "
=11 1 1 0 ponto (—1, f(—1)), ou seja, <—1, _T> pertence areta t,
= lim = lim = —
T2 (=2 (Vx=1+1) T Vx=1+1) 2
(=2 (Vo= 1+1) x=1+1) Logo:—%=—3x(—1)+b¢>b=—%.

g écontinuaem x=2 porque lim g(x)= lim g(x)=g(2). 2
x—2 x—2 Assim, areta t é definida pela equacdo y=—3x— == .

3
x* -3 X2 =1 ) .
_q01 —+1 1.2. Seja s a reta tangente ao grafico de f num ponto de
2. g (1)=Llim 909~ 9 )= lim 2 = lim 2__ abcissa a positiva e que é paralelaareta y=—3x+ 1
=1 x—1 x—1  x—1 x—=1 x—1 P q P y= '
s:y=mx+b, sendo m,=f(a) e m,=-3.
=N+ 1) x+ 1 m,=f(a) & -3=-a’+2a & a’-2a-3=0
= lim = lim =1
=1 2(x—1) =12 & a=3Va=-1

Como a>0, conclui-se que a=3.

Pag. 114 0 ponto (3, f(3)), ouseja, (3, —7) pertence areta s,

logo - 7=-3x3+b & b=3.
Assim, a reta s é definida pela equacdo y=—3x+2.

Proposta 13

1. Lirrgif(x)=3 2. lirr%+f(x)=2 3. f(5)=5
2.1. Atendendo & representacdo grafica, sabe-se que
f(x)—f(5) .
b lim — —=—=f(5)=+00 g'(3) =m, =tg (60°) =/3 .
x— _
f(x) - £ (5) 0 ponto de coordenadas (1, 0) pertence a reta t, logo
5. Jlim =g =fE)=-ee 0=\V3x1+b & b=-1/3.
0 ponto P (3, g (3)) também pertence a reta t, logo
Pr ta 14
oposta N _ 9(3)=V3x3-13 & g(3)=2V3.
A reta t pode ser definida por uma equacao do tipo ~ ) ) )
y=mx+b, sendo m igual a derivada da funcdo f no Entao, (fxg)'(3)=1(3) xg(3)+g'(3) xf(3)=
ponto de abcissa 3. =—3x2V3+V3x(-7)=-13V3
m,=f(3)=-0,3 e o ponto P(3, 2 ertence a reta t, , . )
moro Porte P8 A F Y gy (OX9B) - 1B x4'@) _
0go 2=-03%x3+b & b=2,9. 2.2. |=]@Q)= 5 =
g (9@3)
t:y=-03x+29 _—3><2\/§—(—7)><\/§_ﬁ
A opcéo correta é a (D). (2\/§)2 12
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82

Proposta 18

Como o ponto de coordenadas (2, 2) é comum aos grafi-
cos das duas funcdes, tem-se: f(2)=2 e g(2)=2.

Sendo f(x) =x*-3x, entdo f(x)=(x*-3x) =3x*-3.
Assim, F(2)=3x22-3=9.

(Fxg)(2) =2 < F(2)xg(2)+g(2)xF(2) =24
& IX2+49'(2Qx2=24 < ¢g'(2)=3

A reta tangente ao grafico da funcao g no ponto de abcissa
2 édadapor: y—2=3(x-2).

Entdo, a equacdo reduzida da reta tangente ao grafico da
funcdo g no ponto de abcissa 2 é y=3x—4.

Proposta 19

1.

0 dominio da funcdo f é R e f é derivavel em todos os
pontos do seu dominio.

F(x)=@x+4x*—5x+3)=-3x*+8x-5
Assim, a funcao derivada de f é definida por:
f: R — R

X\ —3x+8x—5

0 dominio da funcdo f é IR e f é derivavel em todos os
pontos do seu dominio.

f'(x)=(x£+%x3—%2—x+
Assim, a funcdo derivada de f é definida por:
f': R — R

X\ X+ 22X —x—1

2) =X+ 2¢-x-1

0 dominio da funcdo f é IR e f é derivavel em todos os
pontos do seu dominio.

Vi 2 2 X l: 2_ X 2 _ 1 =
' (x) —{(3X 4) <x 2)} bx (x 2>+(3x 4) <2x 2)
:6x3—3x2+6x3—%xz—8x+2: 12x3—%x2—8x+2

Assim, a funcao derivada de f é definida por:
f': R— R

x\/12x3—%x2—8x+2

0 dominio da funcao f é R\ {0} e f é derivavel em todos
os pontos do seu dominio.
: 6 iy 12
f (X) :<7> :(6)( 2) =—12x 3:7
Assim, a funcao derivada de f é definida por:
f': R\{0} — R
-12
e

0 dominio da funcao f é R\ {1} e f é derivavel em todos
os pontos do seu dominio.

o [ ox Y Tx=1)-xx1 1
f(X)_<x—1> B R
Assim, a funcdo derivada de f é definida por:
fr R\{1} — R

=1
(x=1y

XS

10.

1.

12.

0 dominio da funcdo f é IR e f é derivavel em todos os
pontos do seu dominio.
F(x)=[(bx - 3)7 =2 (bx —3) x 4 =32x — 24
Assim, a funcdo derivada de f é definida por:
f:R—R
X\ 32x—24

0 dominio da funcdo f é IR e f é derivavel em todos os
pontos do seu dominio.

£ (x) =20 = x| =3(2x—x)7 (2= 2x) = (6 — 6x) (2x — X))’
Assim, a funcao derivada de f é definida por:
f': R — R

X (6= 6x) (2x = x¥)’

0 dominio da funcao f é {x ER: 2x—3>0}=B, +<><>[.

f'(X):(m)l— (2X—3)l _ 2 1

= = = e
2V2x-=3 2V2x-3 V2x-3

D.={xER: 2x—3>0}=}%, +0<>[

Assim, a funcdo derivada de f é definida por:
f: }% +00} — R
1

\V2x -3

0 dominio da funcdo f é R\ {0} e f é derivavel em todos
os pontos do seu dominio.

o (2x=1Y (0 1y o1 1
r=(27Y <o~ <0+ b=t
Assim, a funcao derivada de f é definida por:
f: R\{0} — R

X\

1
X\/‘?

0 dominio da funcdo f é R\ {3} e f é derivavel em todos
os pontos do seu dominio.

e =[((x - 3)2ﬂ - 2((x—x 3)2><<x—x 3)?) -

2% o (x=3)?=xx2(x-23)

(x=3)° (x=23)°
 x (x=3)(x=3-2x) 2% +6x
(=3 (x=3)° RCEEE
Assim, a funcao derivada de f é definida por:
f: R\{3} — R
2+ 6x
(x=3)

0 dominio da funcdo f é R\{-1, 1} e f é derivavel em
todos os pontos do seu dominio.
4\ 0—4x2x 8x
f(x)=|x- =1- =
) (X x2—1> - Ty
Assim, a funcdo derivada de f é definida por:
ffr R\{-1, 1 — R

X ’|+L
N (X2_1)2

0 dominio da funcao f é IR e f é definida por:

) 3x—6
X) =
-3x+6

se x>2
se x<?2
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TEMA 2 (cont.)

Se x>2, entdo f'(x)=(3x—6) =3. 15. 0 dominio dafuncéo f é IR.
Se x<2, entdo f(x)=(-3x+6)=-3. Se x> 1, entdo f'(x)=< 2x ) - Z(X_1)_22X><1 _
x—1 x-=1
Se x=2, entdo: =2 2
- - - T =17 x=y
F(27) = lrn7f(2+h) fF2) _ lim 32+h)+6-0_ (x=1 x=-1
=0 h =0 h Se x<1, entdo f(x)=(Bx—1)=3.
= lim _—:3,7:—3 Se x=1, entao:
e f(1+h)—£(1) 3(1+h)-1-2
+h) - +h)-1-
f(2+h)y—f(2 3(2+h)-6-0 f'(17) = lim = lim =
f(27) = lim (2+h) (): lim 2+ h) = () h—0" h h—0" h
h—0* h h—0Q* h
= lim %:3
= lim+ﬁ:3 h=0"h
=0 h 20+h)
Como f'(27) #f'(2*) entdo a funcdo nado é derivavel em ) f(Y+h)=f(1) - 1+h-1_
_ f(1")= lim = lim =
X=2. h—0* h h— 0" h
Assim, a funcdo derivada de f é definida por: 2+2h _ 2
. h .2
f:R\{2} — R = im, ——p——=lim, 7=t
3 sex>2
X113 se x<2 Como f'(17) # £ (1), a funcdo ndo é derivavelem x=1.
Assim, a funcao derivada de f é definida por:
0 dominio da funcao f é R. f.R\{1} — R
. -1 2
f'(X)=(\3/2X7—1)= §2X 1) =— 2 e —m se x> 1
3V(x-172 3V(2x-1)? X

1 3 se x<1
D={x€R: 2x-1 ¢U}=IR\{§}
16. 0 dominiodafuncdo f é IR e f é definida por:

Assim, a funcdo derivada de f é definida por:
X—2 sexx>2

f':IR\{%]—»IR fx)=4—x+2 se 0<x<2
2 -x+3 se x<0

~3 V(2x - 1)?

X

Se x>2, entdo f'(x)=(x—-2)=1.

0 dominio da funcdo f é R\{-1, 1} e f é derivavel em Se 0<x<2, entdo f(x)=(-x+2)=-1.
todos os pontos do seu dominio. Se x<0, entdo F(x)=(x+3) =—1.
Afuncao f pode ser definida da seguinte forma: Se x=2  entdo:
x—1 — _ —
— se x> 1 F(2) = lim f(2+h) f(2): lim 2+h)+2 U:
F(x) = X = h—0 h h—0 h
—x+1 . —h
21 se x<TAx#-=1 ‘Nl‘%—T‘”
x—1 , . f@2+h)=f(2) . (2+h)-2-0
— f'(2*) = lim = lim =
e ! (27) = tim. h pim. h
== = lim 2 =1
PR se x<1TAx#-1 hod- h
11 e x> 1 Como f(27) # f(2%) a funcdo nao é derivavel em x=2.
= A funcdo também nao é derivavel em x =0 porque nao é
se x<TAx=-1 continua nesse ponto.
x+1
) Assim, a funcao derivada de f é definida por:
Se x> 1 t50 F(x) = 1 S 0-1x1 -1
ex>T, entdo )=\ "7 ) =7 “ e f:R\{0, 2} > R
-1 sex<0V0<x<2
Se x<1Ax#-1, entdo X 1 se x>2
o [(=1) _0-(=Dx1
f(X)—<X+1> STRAE e Proposta 20
) . ) o A reta tangente ao grafico de f no ponto P(1, 3) é para-
Assim, a funcao derivada de f é definida por: lela 3 reta de equacdo x+y=3; logo, sabe-se que
f:R\{~1, 1} — R f(1)=3 eque f(1)=-1.
=1 Sendo f(x) = ax+b entao
XTIy se x>1 1
X .
~ 1 se x<1Ax#-1 f,(x):<ax+b>:a(x2+1)—(ax+b)(2x):—ax2—2bx+a
(x+1) X2+ 1 2+ 1) (02 + 1)



Proposta 21

1.1.

1.2.

a+b_3
f(1)=3 2 {a+b=6
(=1
f(1=-1 —a—2b+a:_1 b=2
4
a=4
f—1
-
Conclui-se, entdo, que a=4 e b=2.
Se x> 1, entao
. 1
FOo=(xVx=1) =1xVx—-1+xx =
2Vx =1
Y S 3x -2
2Vx—=1 2Vx-1
) =f(2) 3Ix2-2 4
xlinz -2 —f(2)—2\/2_1 _2_2
Se x< 1, entao

(=1 3= - (=) x T
f(X)_<x—1>_ (x =1y -
-3 =X+ 23 -3+ 1
- (x=1) S x=y

Y Yy e
- (x=1) -

2 =) - (x=x+1)  (x—1)(2x*—x-1)

- (x=1) - (x=1)

22X -x-1

Tox-1

o fth=1)—=fC1) 212 = (1) -1
A
lim f(x) x—>1’))((—_'|1 Elimr (x—‘I)X(x_Z:—x+1):

= irqi(x2+x+1)=3

Calculo auxiliar
1 é zero do polinédmio x*— 1, logo o polinémio é divisivel por x—1.

Aplicando a Regra de Ruffini, tem-se:

E=T=x-1(+x+1)

lim f(x) = lirq’(x\/x—‘l):(]
Nao existe lim f(x) porque Llim f(x)# lim f(x).
x—1 x—1 x— 1

Logo, f nao é continuaem x=1.

A funcdo f n3do é continuaem x=1, portanto, ndo é deri-
vavelem x=1.

Tendo em atencdo os calculos ja efetuados anteriormente,
conclui-se que a funcao derivada de f é definida por:

f: R\{1} = R
3x -2
—— se x>1
2Vx =1
XS ,
2)()(__7)(_1 se x<1

4. Seja t aretatangente ao grafico de f no ponto de abcissa 5.

cy=mx+be m=fFf(5)= 143
0 ponto P(5 f(5)) ou seja, P(5, 10) pertence areta t,
13 25
L 10 =— =——
ogo 10 4 x5+b &b L
Assim, a reta t ¢ definida pela equacao y—%x —%.
Proposta 22
1 f'(x)—( 2% >'_6x2(3x+1)—2x3><3_12x3+6x2
' “\x+1) (Bx +1)? T (Bx+1)?
2. f(x)=(e*-3x)=2e*-3

B O (1-2e¥) (X + 1) — 2x (x — e¥)
3. X)_<2+ > (2 + 1y’
L. =(e > +%
, 3
5. ) =(n@x-1) = T
6 _( e ) e +x) - e (2x+1) e -x-1)
' T\ +x (X + x)? T (X +x)?
7. f)= (ln(l» = :—l
X X
3x* -3
8. f(x)=(log, (X*—3x+4) = "ot h)
9.  F(x)=(xe"¥) =1+ x(2x - 3)e" ¥ =
=¥ (2= 3x+ 1)
2X(x+3)-x2x1  x2+6bx
Ciy O\ (x + 3)? _(x+3)
10. f(x)—(ln<x+3>> = 7 ==
X+3 x+3
X2+ bx  x(x+6)  x+6
X(x+3)  xX(x+3) x +3x

X

e X
ln(ex+1)>' _ﬁ"_l”(e 1)1

X x?

1. f'(x)=<

_exx—In(e"+1)(e"+ 1)
(e + 1) x*

12. F(x)= <X+1092<2X>>':1+<2Xx>_

1Xx2—xx2xIn2 1-xxIn2
(27’ 2 1

=1+

=1+ =
In2xx
ln2><<2x> ln2x <2X>

Proposta 23

y@(_»l

) e . e\/fx_‘] B 3
1. XLEPU " le( Tox x\ﬁ>_1><\/§_\/§

Nota: Quando x — 0, também \/Ex — 0.

|lolo
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0
L e—e¥g . —ef(e-T)
2. x“—nJO 2x EanO 2x B
—tim (=) ¢ tim (20 = 1x (-2) =—2
T x—0 Lx x—0 - -
Nota: Quando x — 0, também 4x — 0.
0
3. fim X+ T) glim<3—7ln(x+ 1)):3— 1=2
x—0 X x—0 X
0
4 lim 0O ium<l”(6x+” x6>:1><6:6
x—0 X x—0 bx
Nota: Quando x — 0, também éx — 0.
. 2_1 3% <e2X -1 X )
5. £ 2 2)=1x1x2=2
A+ i\ 2x STty < XX
PR B R et ST
T =1 i =D+ 1) vy (y+2)
= lim (ey_1 X ! )—1 xl—l
Ty—o\ y Ty+2) 272
Mudanca de variavel:
Fazendo x— 1=y, vem x=y+ 1.
Se x — 1, entao y — 0.
Proposta 24
1. f é uma funcdo impar e tem dominio IR, logo a funcao f',
funcao derivada de f, é par.
Se f éimpar, entdo f(-x)=—f(x),VxE€D, ese f' épar
entdo f'(-x)=f(x), VxED,.
Assim, a tabela que relaciona o sinal de f* e avariacao de f
é a sequinte:
X |—oo | -1 0 1 | +00
f(x)| - 0 + + + 0 -
f| N\ -1 S Lo 1\
f é estritamente decrescenteem ]- oo, —1[ eem 11, + oo[;
f é estritamente crescenteem 1-1, 1[.
Minimo absoluto: —1; maximo absoluto: 1
2. f é continua em IR porque admite derivada finita em todos
os pontos do seu dominio.
3. f é uma funcdo impar. A funcdo f ¢é par e funcdo " é
impar.
Assim, a tabela que relaciona o sinal de " e o sentido das
concavidades do grafico de f é:
X |-o0 |-\/3 0 V3 | +o0
| - | o | + o - | o |+
f(x)/\_ﬁ — ol ~ |V
2 2
0 gréfico de f tem a concavidade voltada para baixo em
]—oo, —\ﬁ[ eem]O, \/5[
O grafico de f tem a concavidade voltada para cima em
]—\/5, 0[ eem]\ﬁ, +c>o[.
Pontos de inflexao: (—\/g, _T3> e <\/§, @)

TEMA 2 (cont.)

85

Como o dominio da funcdo é IR e a funcao é continua, logo
o seu grafico ndo admite assintotas verticais.

Sabe-se que “T f(x)=0", logo a reta de equacao y=0
X— +00

é assintota horizontal do grafico de f quando x — + oo

Como f é uma funcdo impar, entdo conclui-se que
lim f(x)=0".

X—>—00

Assim, a reta de equacdo y =0 também é assintota hori-

zontal do gréfico de f quando x — — oo .

Conclusdo: O grafico de f tem uma Unica assintota, a reta
de equacao y=0.

Proposta 25

1.

D=Ref(x)=Kx+1+e)=1+Ne*=1-¢e*
fx)=0¢=1-e"=0 & e¥=1 & x=0

X |[—oo 0 + 00
f' - 0 +

f | \| fo=2 1|

f é estritamente decrescente em IR~ e estritamente cres-
centeem R*.

Minimo absoluto iguala 2 (para x=0).

lim f(x)= lirrg x+1+e)=+00
X— +00

X—> +00
A funcdo f é continua em IR por ser a soma de duas fun-
coes continuas (uma afim e outra exponencial).

Sabe-se que a funcdo tem um minimo absoluto igual a 2
para x=0 e que xﬂToof(X) =+00.

Entdo, pelo Teorema de Bolzano, conclui-se que a funcao
assume todos os valores do intervalo [2, +oo[, ou seja,
que o contradominiode f é [2, +oo[.

D,=xER: xED,Ag(x) ED}=
=xER: xER*"Ag(x) ER}=R"
Calculo auxiliar
gX)ER & In(x) ER < x>0
(fog) () =1(g(0) = f(In (x)) =
=) +1+e "W =In(x)+1+e"* ) =In(x) +1 +%
Afuncdo fog édefinida por: fog: R* — R
X lnx+1 +%

Proposta 26

1.

e

x| —

Sendo f(x)=lnx e g (x)=e®*', entdo f(x)=

g'(x) = 2e™*1.

(feg)' ()=F(g () x g'(x) = F (") x 2e¥*1 = ezj” x2e¥*1=2
e Dy = Drg =R

Conclui-se que a representacao gréfica da funcdo (fog) é
uma reta horizontal que interseta o eixo das ordenadas no

ponto de coordenadas (0, 2), ou seja, é paralela ao eixo
das abcissas.

@GN0 =g (F) X 7' () =g'(nx) x - =267 x - =
Zezlan

X

Sabe-se que o declive da reta tangente ao grafico da funcao

gof no ponto de abcissa 21—8 é dado por (gOf)'(;—e .




2 2

Se o declive da reta tangente ao grafico da funcao gof no

ponto de abcissa % éiguala 1, entdo areta é paralela a

bissetriz dos quadrantes impares.

Proposta 27

Como a reta r tem declive —% e é tangente ao grafico da

funcao g noponto A(3, 2), conclui-se que g'(3) :—%.
. . . . 1

(fo9)' (3)=F(g(3) x g’ (3) = f (2)X<‘z>:

=(3><22—5><2)x<—%>=2x<—%>:—%

A opcéo correta é a (B).

Proposta 28

i [0 -F@)
Xx—a X —
grafico de f no ponto de abcissa a.

=f'(@)=m,, sendo t a reta tangente ao

Como o declive da reta t é negativo, conclui-se que
. f(x)—f(a)
lim —————<0.

Xx—a X—a

A opcéo correta é a (C).

Proposta 29

0 grafico de f tem a concavidade voltada para baixo em R
e voltada para cima em IR*. Logo, conclui-se que a funcao
f" é negativaem IR™ e positivaem IR*.

A opcao correta é a (B).

Proposta 30

1.1.

1.2.

D,={xER: xED,Ah(x) ED,}=
=lxER: xERAhK ER}=]-00, —1[U13, + ool

+> f+
1 3

Calculo auxiliar

h(x) ER* < x¥*-2x-3>0

& x<-1vx>3

X-2x-3=0¢< x=-1Vvx=3

Seja t areta tangente ao grafico de g no ponto de abcissa
e .

t:y=mx+b e m=g(")

Sendo g (x) =lnx, logo g'(x) :%. Entao, mt:%: e.
Oponto P(e”', g(e"), ouseja, P(e”', —1), pertence a

retat, logo —1=exe'+b & b=-2.

Assim, areta t é definida pela equacdo y=ex—2.

() =(goh) () =g (h(x) =g (x* = 2x=3) = In (x* = 2x - 3)
2x — 2

F)=(In (¢ = 2=3)) ==~

f'(x)=0,V x€ED

X |—oo -1 8 + oo

f' - S.S. s.s. | s.s. +
f \ S.S. s.s. | s.s. /

f é estritamente decrescente em ]-oco, —1[ e estrita-
mente crescente em 13, + oof.

Dyy=xER: xED, Ag(x) ED}=

={xER: x€ER"Ag(x) €ER}=R"

Calculo auxiliar

GHWER & InxER & x>0
(hog)(x)=h(g(x)=h(nx)=(nx)?-2lnx-3
(hog)(x)=0 < (Inx)>-2lnx-3=0

< (lnx=-1VIhx=3) AxER" & x=%\/x=e3

)=
)=

- -
Os zeros da funcao heg sao s © e’.

Proposta 31

1.

A equacao da reta tangente ao grafico da funcao g no
ponto de abcissa 0 é dada por y—g(0)=g'(0)(x—-0).

Sabe-se que g'(0) = _e—[]:— 1 e como o grafico de g inter-
seta o eixo das ordenadas no ponto (0, e),

g0 =e.
Entdao, y—9g(0)=9'(0)(x-0) <= y—-e=-1x <= y=—x+e.

conclui-se que

Assim, a reta tangente ao grafico da funcdo g no ponto de

abcissa 0 é definida por y=—x+e.

2¢+x—1_
eX

Jg(x) =0« 0

S 27+ x-1=0Ae20 <& x=-1 Vx:%

—
cond. universal

X |—oo =1 % + oo

g + 0 + S.S. -
1

g |/ een | N aly) |

A funcao tem um maximo para x=—1 e um minimo para

x:%. Maximizante: —1; minimizante: %

g"(x) :<2X2+X_ 1>' _ (x+D)e = (¢ + x = T)e”

X (eX)Z -
e (x+1=2C—x+1) -2+ 3x+2
- (ex)Z - e*

g X)=0-2+3x+2=0Aez20 & x:2\/x:—%

S
cond. universal

X — 0o —% 2 + oo
g" - 0 + 0 -

1
g | o[4)|—~ ] | ™

0 grafico de g tem a concavidade voltada para cima em

[

12, +oo[.

2{ e voltada para baixo em }—00, —%{ eem
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Pontos de inflexao:

(—%. (—%))e 2. 9()

Proposta 32

Seja f uma funcao polinomial do 3.° grau, entao
fxy=ax®*+bx*+cx+d, a#0.
f'(x) =3ax* + 2bx + ¢ e " (x) = bax + 2b

Como f é uma funcao continua (por ser polinomial) e o seu
grafico tem um ponto de inflexao no ponto de abcissa zero,
logo tem-se f*(0)=0.

TEMA 2 (cont.)

Proposta 34

fx)=ax*+bx’+cx+d,a#0

f'(x) =3ax’ + 2bx + ¢ e " (x) = bax + 2b

Afuncao f" éimparseesose f'(-x)=—f"(x),Vx€D.
f'=x)==f"(x) & ba( x)+2b=— (bax + 2b)

& —bax+2b=—bax—2b < 4b=0 < b=0

Proposta 35

Sendo o tridngulo [0AB] isdsceles, a abcissa do ponto B é

% e aordenada é f<%>:4[n(a+‘l)—a.

A drea do triangulo [0AB] é dada por:

F1()=0 & 6ax0+2b=0 & 26=0 & b=0 mxf<i>
) ) ) 2 ax(n(@+1)-a)
Entao, a expressao representativa da funcao polinomial f A(a) = 2 = 2 =
nao tem termo do 2.° grau. 5
a
f)=ax+cx+d, a#0 =2aln(@a+1)--,a€l0, 8

Proposta 33

1.

Pretende-se determinar x € D; tal que f(x) =

xER: 1;>0}={X€|R: x> 0}=R*

N <

D, =

f(x)=% = xln<%>=g = —xln(x)—%=0

.
A'(a)=<2aln(a+1)—%> =2[n(a+1)+2axal

=2ln(a+1)+

a+1 .
A funcdo A’ é continua em ]0, 8], em particular é conti-
nuaem [5,4; 5,5].

, 10,8
A (54)=21n (64) +

-54=96x10"° e

. 11
2 YT 2 A(5,5)=21n (6,5) + 5 ~ 55 =~ 0,064
_ 7% 1 _\/E Como a funcdo A’ ¢é continua em [5,4; 5,5] e
S x=e = X_ie = X e A (5,5) <0 <A (54); entdo, pelo Teorema de Bolzano con-
clui-seque 3¢ €154; 55[: A(c)=0.
f —% B —%l R 7%l % —Exl—ﬁ Como a derivada passa de positiva a negativa, no intervalo
S AL BT I L S A B 15,4 ; 5,50, conclui-se que, no ponto de abcissa ¢ a funcdo

e ?

As coordenadas do ponto do grafico da funcdo f, em que a

A atinge um maximo.
Entdo, a area do triangulo [0AB] é maxima para um valor

) ) ~ 1 1 de a pertencente ao intervalo 15,4 ; 5,5[.
ordenada é metade da abcissa, sao <— —)
\/g 2\/3 2a
A'(@)=|21 1 —al =
. 1 (a) n(a+ )+a+1 a
2. f'(X)={Xln<l)}:1><ln<l)+x Xz:—lnx—1 1 2(@+1)—2ax1 2 2
X X 1 =2 + > -1= + ~—1=
- a+1 (@+1) a+1l (a+1)
X
_ 2 2o _ 2
Fx)=0 < -lnx-1=0 & lnx=-1&x=e” =2(a+1)+2 2(a+1) =23+2+2 az 2a 1: 3 az
(@+1) (@+1) (@+1)
1
&= x=— . 332
e = = =
A (a) 0<:>(a+1)2 0Ana€]o, 8]
x | o0 1 ey & 3-a2=0Ara€0, 8 & a?=3Aa€]0, 8]
e
& a=\3
f' S.s. + 0 -
f s.s / f<%>:% \ 0 V3 8
A" s.s. + 0 - -
A funcao t AXi bsoluto igual !
ungao tem um maximo absoluto iguala . ss. |~ A(\/§) ~ | A@®)
3. A reta de equacao y=-2x+e ¢é tangente ao grafico da

funcdo f noponto (x, f(x)).

Entao, sabe-se que f'(x)=—2.

O ponto de abcissa \ﬁ é um ponto de inflexao do gréfico
da funcao A.

NEMAI12CPR2 @ Porto Editora

Proposta 36
1. D,=D,=R

fX)=—2 << -lnx-1=-2 < lnx=1 < x=e

Como f(e)=eln<%>=e><(—1)=—e, conclui-se que

P(e, —e). g'(x) = (-e'¥) =—f(x)e'®



f é decrescente em ]-oco, 3[ e crescente em 13, + oo,
logo conclui-se que se x €]- oo, 3[ entdo f(x) <0 e se
x €13, +oo[ entdo f'(x)>0.

Sabe-se também que '@ >0,VxER.
Jx)=0 <= -f(x)e'¥W=0 <= Fx)=0 & x=3

— o0 3 + oo
g | + 0 -
1
g | /| 9@=-5 |\

g € estritamente crescente em ]-oo, 3[ e estritamente
decrescente em 13, +oo[.

Maximo absoluto igual a — é .

900 = (=1 () &) == (F(x) e+ () £ () &) =
==e(f"(x) + (F (0)))

Sabe-se que, VX €ERR setem: e'® >0, f'(x) >0 e
(F(x)>0.

Logo, g"(x)<0,VXxER.

Conclui-se, entao, que o grafico de g tem a concavidade
voltada para baixo.

Proposta 37

1.

Passadas duas horas, o raio do circulo é dado por
R(2) = %= $= 4e" e a area regada ¢ dada por
A=1x (4e")? = 167 .

A area regada passadas duas horas é aproximadamente
iguala 167 m?.

A area regada € maxima quando o raio do circulo for

maximo.

R () :<
e™-1(2-0,4t) 2-0,4t

= (eu,zrq)z = oz

2 - 0,4t
Q021

Zt ) _ 2eU,Zt—1 _ 21’ (0,290'2[4)

g02t-1 (eo.zu1)2

R(H)=0 < =0 & 2-04t=0 < t=5

A 4rea regada ¢

t 0 > oo maxima ao fim de 5

R + 0 B horas.

R |/ | rRE)=1| \\

—0,4e% "1 — (2 - 0,4t) (0,2¢°*"")
(eO,Z( - 1)2 -

R0 - (Lot -

e (04— (2-04f)x0,2) 0,08t-08

—1\2 —
0,2t 1) eD‘Zt 1

(e

0,08t-0,8

R"(t)=0 < WZU & 0,08t-08=0<¢t=10

0 ponto de infle-

t 0 10 +oo| xao do grafico da
funcao R tem de
R" + 0 - coordenadas

ROO=T | | (10, 2),

Proposta 38

1.

Pretende-se determinar a concentracao ao fim de 2 horas
e 15 minutos, ou seja, quando t=2,25.

C (2,25) = 2,5 x 2,25e 2569 = 0,0066
A concentracao ao fim de 2 horas e 15 minutos é aproxi-
madamente iguala 0,0066 mg .

Pretende-se resolver a equacao:

~C(0,5) 2(6-d) _ 1,25 05¢-9
0@ =52 & setla - 28
~2(6-d) 2
ee*o.‘s(em = 0‘(; : & e 9=0,125

& e 71520125 — 9+ 1,5d = n (0,125)
_1n(0,125) +9

1,5
A dose administrada foi aproximadamente iguala 4,61 mg.

= d & d= 4,61

Sendo d=4,5, entdo C (t)=2,5te” "™
C' () = (2,5te "5y = 2,5¢" 5 + 2,5t (— 1,5¢ ) =
= 52,5 - 3,75¢)

2,5 2

' = - 1.5¢ - = = = —

C(t)=0 < e "(25-375¢t)=0 <t 375 =2 3
2

t 0 3 +o0 Como %xéO:AU ,

c + 0 - conclui-se que a con-

centracdo é maxima
ao fim de 40 min.

w

O
/o~
| N
S~———
/

Proposta 39

1.

3500 litros corresponde a 3,5 milhares de litros.

P(3,5) 4,5n(4,5)
35~ 35 3
Se num dos dias a empresa produzir 3500 | de fertilizante,

o custo médio por litro é aproximadamente iguala 1,93 €.

A expressao representa o custo médio de 1000 L de

fertilizante, em milhares de euros.

lim P (x) ~ lim x+1)n (x+1)=
x—0 X x—0 X
L 1
im DD i ke )= 1x 1=
x—0 x—0

Quando a producao tende para zero, o custo de um milhar
de litros de fertilizante tende para mil euros.

Pretende-se resolver a equacao @= 1,70 , recorrendo

as capacidades graficas da calculadora.

W I MO0 Flokl Flotz Fleks
Amin=Q SMIECCE+HL IRl E+L
HREE=0 DA
wacl=1 <MeEL.7
Ymin=Q wMa=
Ymax=3 sMy=
Vacl=1 wMe=
Ares=1 “NE=

_._,_:—'—'_'_'_'_'_
Inkerseckion
Wz z@ELEF W=17
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Conclui-se que, nesse dia, a producao de fertilizante foi de
aproximadamente 2,238 milhares de litros, ou seja, 2238 1.

5. 0O valor obtido diariamente na venda de x milhares de litros
produzidos é dado pela funcao V definida por V(x)=2x.

O lucro (ou prejuizo) diario, em milhares de euros, da
empresa na venda dos x milhares de litros produzidos é
dado pela funcao L definida por

LO)=V(X)—C)=2x—(x+1)ln(x+1).
L) =[2x=(x+1)n(x+1)] =
:2—<ln(x+‘l)+(x+1)%>:2—ln(x+1)—1:

=T-ln(x+1)

Lx)=0 &= 1T-lnx+1)=0<<= In(x+1)=1
S x+l=e & x=e—1

e—1 5
L + + 0 - -

L Lo | / |Le-D \. | LO)

Le-T1)=2(e—-1)—-elne=2e-2-e=e-2=0,718

X 0

0 lucro maximo é de 718 € quando a producao é de, apro-
ximadamente, 1718 L.

PARA AVALIAR 3
Parte 1 - Questdes de escolha multipla

1. Atendendo a representacdo grafica de f, funcao polinomial
do 4.° grau, sabe-se que:

fx)=ax*+bx* +cx* +dx+e, a<0
f(x) = bax® + 3bx> + 2cx + d

Sendo a< 0, entdotambém 4a<0. Logo, as expressoes
representadas nas opcées (B) e (D) ndo podem correspon-
der a funcao f'.

0 gréfico da funcao f tem trés extremos relativos que cor-
respondem a zeros da funcao f*.

A funcdo representada na opcao (C) tem apenas um zero,
logo também n&o corresponde a funcao f'.

Entdo, f'(x) =— 4x° + 2x.

Fx)=0 & -4 +2x=0 <& X (=2¢+1)=0
V2
2

2
= x=0\/x2:% = XIUVX:%\/X:—

X |oo | _V2 0 V2oL
2 2

£+ 0 - 1o | + 0 -

¢ fQ¥§> N\ o f@§§ \

Assim sendo, opc¢ao correta é a (A).
2. Sendo f(x) =k —3x*, entdo f'(x) =3kx* - 6x e
£ (X) = 6kx — 6 .

A representacao grafica da funcao ' é uma reta de declive
positivo, logo sabe-se que 6k >0 < k>0.

A opcéo correta é a (C).

TEMA 2 (cont.)

3. lim f(x)+2a—5=lim 2‘()()—(—23+5)=
x—a X—a Xx—a X—a
= lim sz'(2)=m,=—2
x—a X—a

A opcao correta é a (D).

a2 0 _ -2x _ —-2x _
S o - e i) N (ux(—2)>=
ex 0 —2X

x—0 K20 ex
1 2

——EX 1 X(—z)—g

Nota: Quando x — 0, também —2x — 0.

A opcao correta é a (B).

ln(x+1) _ nx+1) (ln(x+1) 1 )
5. x—=0" X2+ 2x  x—0" x (x +2) _xl—lrﬂl* X 2
1 1
=1x7=7
A opcdo correta é a (A).
6. 0 ponto P(1, —2) é um ponto de inflexdo do grafico de

uma funcao f, logo sabe-se que f(1)=-2.

Assim sendo, a Unica expressao que pode corresponder a
f(x) é x*—3x%.

De facto, se f(x) =x*—3x* entdo f(x) =3x* - bx e
Fr)=6x—6.

=0 < bx-6=0 < x=1

X |—oo 1 + 0o
£ _ 0 i
f N (=2 | ~

0 grafico de f tem um ponto de inflexao para x=1.

A opcao correta é a (D).

Parte 2 - Questoes de desenvolvimento

1.1. 0O declive da reta tangente ao gréfico da funcdo f, no ponto
de abcissa 1, éiguala f'(1).

e ) e () e x 2 e (X - 2x+1)
2+1) (X2 +1)? T+
e(1-2+1)
(1+1)?
Como o declive da reta tangente ao gréafico da funcao f, no

ponto de abcissa 1, é igual a zero, conclui-se que a reta é
paralela ao eixo das abcissas.

F(x) =<

logo f'(1) = =0.

(X —2x+1) e (x-1)
(x*+1)? - (X2 +1)?

f'(x) >0,V x€R, logoafuncao f é crescente em todo o
seu dominio e ndo tem extremos.

e~ x?
lim (= x =
X—» +00 X2 X2 +1

1.2. f(x)=

11818

. . e"
1.3.1. lm f(x) _XHDOO(W)

X 2

e X
= lim —x lim —=+oc0ox1=+00
X— +00 X X— +00 X'

13.2. lim fo)= lim (5 ]=—2 0

T x—moo x—-oo\x*+ 1) +o00



2.1.

2.2.

2.3.

3.1.

N(t) = 75<:>50+10ln<2+1> 75<:>ln<2+1> 2,5

2 & t=\2e*-2

t>0

t
= ?+1—e25 & 2 =2e?0 —

& t=4,729

4,729h = 4h +0,729h e 0,729 x 60 = 44

Entdo, ao fim de aproximadamente 4 horas e 44 minutos
existem 75000 bactérias.

N (t) = [50+10[n<2 +1>} :0+10><%:
?+1
2 20t

?r2 £+2

=10 x

Como t>0,entdo N'(t)>0,Vt>0.

Logo, a funcdo N ¢é crescente em todo o seu dominio, isto
é, o nimero de bactérias cresce a medida que o tempo
decorre.

N (1) _< 20t ) 20(t +2) — 20t(2t) _ 40 — 20
+2 (2 +2) Tt +2)?
_ 2
N"(t) = 40200 G o 40— 200 =0 A (P42 20
(2 +2)? R
cond. universal
& 2=2 & t=\2
t>0
t V2 +00
N + 0 _
N ~— NV2 ~

N(V2) =

Conclui-se que as coordenadas, arredondadas as centési-
mas, do ponto de inflexao do gréfico da funcao N, sao

50+ 10n 2 =56,93

(1,41 56,93) .
={xER: e =0}=R
_2. 2_
f.(x):<2xxx>=x Ai(+2
e e
2 _
f'(x)=0<:>X:7f+2=0<:>x2—4x+2=0/\ex¢o
4t
ZT\/§<:>X=2+\/§VX=2—\/§
X |—oo 2-V2 2+V2 + 00

N 0 - 0 +

f2-v2)| \ |fe+v2)| /

3.2.

4.1,

4.2.

f é estritamente crescente em ]— o, 2 - \/E[ eem

]2 +V2, + 00[ e estritamente decrescente em

12-v2, 2+V2[.

ooy 22=VD) -G va)

e2-V2
4-2V2-4+4V2-2 2V2-2
- 02-V2 - 02-V2
2(2+V2) - (2 +12)°
f(2+\/§):( \[)Mé va)
e

h+2V2-4-4V2-2 -2V2-

e2+\ﬁ eZ+\/§

\/> (para X=2- \f)
\[

Maximo relativo igual a

(para x:2+\/§).

minimo relativo igual a

g'(x)= [e’x(ax2 + bx + c)]' =
=—e*(ax’+bx+c)+ e (2ax+b) = e (~ax*+2ax —bx +b —¢)

2% — X*
e

g () =f(x) & e*(-ax®+2ax—bx+b—c)=

& e¥(-ax’+2ax—bx+b-c)=e*(2x—x%

—a=-1 a=1 a=1
< 2a-b=2¢& {2-b=2<¢< {b=0
b-c=0 b-c=0 c=0

fr(x) = (kx* — )" = 2kx — €,
F0)=0-e'=-1,YKkER.

logo

O declive da reta tangente ao grafico de qualquer uma das
funcoes da familia dada no ponto de abcissa 0 éiguala —1.

Sabe-se também que f(0)=-1,V k€ R, logo a equacao
da reta tangente ao grafico de qualquer uma das funcdes da
familia dada no ponto de abcissa 0 é:

-N=-1x-0) & y=—x-1.

" (x) = (2kx — &) = 2k — &*

Relativamente a funcdo representada graficamente sabe-se
que f*(In (6)) =

Ora,

F(in (6)) =

0 2k-e"=0¢< 2k-6=0 < k=3.

©I0)1pg 03104 ® TIIDTIVINAN
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TEMA 3 - Trigonometria e nimeros complexos

Tarefa1

1.1.1. Como o circulo tem raio 1 e os pontos C e A s&o simé-
tricos em relacao a Ox, entao

1 X sin <£>
6 1

1
Aronser = 2A10sc) = 2 X > =lxo=o.
1 xsin(z—n>
3 V3 V3
112 A[DABC]ZZA[OBCIZZ XT:1 XT:T

1.2. A area do poligono [0ABC] é maxima quando a area do
triangulo [0BC] for maxima, ou seja, quando 6 =%

1.3.
Avonser = 2Arose) = y
9% 1><5|n(9) sin (6) C
2 A
sirylo);
! 0
a N B
0o 1 X
A
2
1.4.1.A(9):% |n(9)—sm<4)/\0<9<n
b 3n
& 6= Z Vo= "
1.4.2. A(©)=0,7; sin(0) =sin (0,78) AO<O<T
6=078VeO=n-078
0~=0,78rad VvV 0 = 2,36 rad
2.1. Seja [CM] a altura do tridngulo [ABC]
relativa ao vértice C . Como o tridngulo é C
isosceles, conclui-se que M ¢é o ponto A

médio de [AB].
sin<g>:£ = sin<g>:£
2) B
& MB=10sin (%)
- — . o
Logo, AB =2MB = 20 sin <§> e
P(c)=10+10+ 20 sm<2> 20+205|n<(;>

-20(1-an(3))

2.2. P(o)=25 < 20(1 +sin<%>)=25 = 1+sin<%>=%

. fa 1
p—t S|n<?>—z,

Como 0<a<%, entao 0< 2

sin (%) ~ sin (0,2527)

-L\l?—l

Conclui-se entdao que a = 2 x 0,2527 rad , ou seja,

a=0,51rad.

N
@

Sendo o triangulo retdngulo, em que a medida de cada um

dos catetos é 10, entdo « :%

Assim, tem-se:
P<§>:20<1 +5|n<4>> 20 + 20 x¥—20+ 10V2.

Logo, a medida da hipotenusa é 20 + 10 \/E -20=10 \/E

1.1. Como o ponto P se move sobre a circunferéncia de raio 1,
sabe-se que P(cos o, sina).

1.2. Seja P' a projecdo ortogonal do ponto P sobre o eixo das
ordenadas.

0 tridngulo [BPP'] é retangulo em P,
d?=PP" + BP"

logo sabe-se que

e Para ¢ €10, nl,
OP =sina, PP =

tem-se:

|cos | e BP"=0B - OP'
d?=PP +BP & d* = (|cos af)* + (3 - sin @)
< d’=cos’a+9-6sina+sin‘a

< d’=sina+cos’a+9—-6bsina

& d’=1+9-6bsina

& d*’=10-6sina

tem-se:

|cos | e BP"=B0 + 0P

e Para « €1In, 2nl,
OP' =-sina, PP’ =
d?=PP +BP" & d*=(|cos a|)+ (3 + (- sin o))
< d?=cos’a+9-6sina+sin’a
& d?=sinfa+cos’a+9-bsina

< d?=1+9-6sina < d’=10-6sina

Assim, conclui-se que d’=10-ésina,Va €[0, 2x[.

13. 1+tga=—— < 1+ (15 =—-— < 16=—
cos’ o cos’ o cos’ o
1 1 1
2, ' — L -
< cos a—16(:) cos o 4\/cosoc n
Como ae}ﬁ 3—”{ conclui-se que cosoc——l
2" 2| d Ty
Entao, sina=cosaxtga=—% \al T

d:\/10—6sina:\/10—6<—£> \/10+3T\/E.

4
d=1/10+@

2.1. D,=R

2.2.1. -1 <sin (2%) <

& —-1<-sinxg

KT < 1>-
<1 &= 1-1<

sinx>—1
T—sinx<1+1
Ouseja, 0K f(x) <2

Daqui resulta que o contradominio da funcao f é [0, 2].

222. f(x)=0 & 1-sin(2x)=0 & sin(2x) =1
= 2x:g+2kn, keZ & x:%+kn, keZ
Como [-m, n], conclui-se que x:—%\/x:%.
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2.2.3. 0 méximo da funcdo é iguala 2.

2.3.

3.1.

3.2

3.3.

4.1,

4.2,

4.3.

5.1.

5.2

5.3.

Os maximizantes correspondem aos valores de x para os

quais f(x)=2.

f(X)=2 & 1—sin(2x) =2 < sin(2x) =—1

= 2x=37n+2kn, keZ < x:37n+kn, keZ
fx+m) =1-sin(2(x+m)=1-sin (2x + 2m) =
=1-sin (2x) =f(x)

n é periodo de f porque f(x+m) =f(x),Vx€ED,.
—1<sin<x+g><1 &= -3¢ —3sin<x+g><3
= 1—3<1—3sin<x+%><1+3

<:>—2<1—3sin<x+%><4 & -2<f <4

Entdo, D=2, 4].

—1<sin(x) <1 0<sin?x<1 <& 1< 1+sin’x<2

<
&S 1< <2

Entdo, D;=1[1, 2].

-1<sin(X) <1< 1<2+sinx<3

= 1> ! !

—_— = =
Z2+sinx” 3

<flg <

Entao, D}:{%, 1}_
h(_X)=5i”(—X)—Sin<%>=—sin(x)+sin<g>
=-h(x).Vx€ER

Logo, h é uma funcdo impar.

hex)= sin (- x) _- sin (x) _ sin (x)

- X - X X
Logo, h é uma funcao par.

=h(x),VxER

h(x)=1-2sin(m+x)=1-2(sinx)=1+2sinx
h=x)=1+2sin(=x)=1+2(sinx)=1-2sinx
h nao é par nem impar porque

hx)zh(x) e h(=x)#-h(x).

_bm

sinx=sing = x:g+2anx7 7 +2kn, KEZ
\/§+25in(2x)=0 < sin (2x)=—§

& sin (2x)=sin<—%>
= 2x:—%+2knv2x:%“+2kn, keZ
= x:—%+kn\/x:2?n+kn, kezZ
[2sinx|=1 & 2sinx=1V 2sinx=-1

= sinx:%Vsinx:—%

=4 sinx:sin%Vsinx:sin(—%)

5.4.

= x:%+an\/x=%+2kn\/x=—%+2kn\/

\/x:7Tn+2kn, keZ
= x:%+kn\/x=—%+kn, keZ

2sin’x—sinx=1 <> 2sinx—sinx—1=0

& sinx=1 Vsinx:—%

6
= x:g+2knVx:—%+2anx:%+2kn, keZ

= sinx:sin%Vsinx:sin<—£>

Tarefa 2
AB x OC 2XC°S<7> 1
1.1.1. Apgg = = ) =—
2><cos<£>
AB x 0C L) 2
1.1.2. Apgg = = 5 ==

1.2. A area do triangulo [ABC] é maxima quando o ponto C

1.3. A(9):m+sezc059
1.4.1.A(9):£<:>cosezﬁl\0<0<£(:)9=£
2 2 2 6
1.4.2.A(9):0,7<:>cos(9=0,7/\0<9<§;9:0,80rad
2.1.1. Sabe-se que A (cos &, sina) eque P(0,sina).
CP=CO0+0P=1+sina
2.1.2. A[ABC]:AB;PC:zcosaX2(1+SIna):cosax(1+sina)
n n m\_ V3 N V3 3 33
2'2'1'A(Z>_COSZX<1+S|nz>_7<1+§>_TX§_T
LAT: m\_ V2 \/§>_\/§ 2
2.2.2 A<Z>—COSZX 1+S|nz>—7<1+7 —T+Z—
_V2 1 V2w
T2 2 2
b T . T 1 \/§ 1 \/§
2.2.3. A §>—cos§x<1+sm§>—§<1 T>_§+T_
_2+\@
T4
6.1. P(cosw, sina) y
P
d
o
A O P JX
—2  ——2 2 X 1 2
6.2. PA'=PP +AP" & d’=sina+ o tcosa

coincidir com o ponto D, ou seja, quando 6=0.

. 1
= d2=5|n2a+z+cosa+cosza

= d2:1+%+cosa = dzzg+cosa

©10)Ipg 03104 © THdOTIVINAN
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TEMA3

93
6.3. Se a=5—n entdo: Entdo, D;=1[1, 5.
5 s 5 5 - 5 1 [1, 5]CR*", logo conclui-se que o contradominio de f é
d*= 7 T cos <?> = di= 7 Tcos <§> = di= ) um subconjunto de R*.
7 V7 9.2. Aafirmacao é verdadeira porque 0 & D;.
2_ 1 _Vv’ ;
& di= 7 = d 5

9.3. f=1¢< 3—2cos<x—E)=1 = COS<X_£>=1
b.4. sinfa+coslo=1 < (-0,6)%+cos’a=1 i .

T T
< cos’o=0,64 < cosa=0,8V cosa=-0,8 = X_Z=0+2kn- keZ = X=Z+2kn' kez

Como ae}g, 3775{ conclui-se que cosa=-10,8. 10.1. Se xe{_g, %] entao
5 5 4 9 b 1
22 _ 22 _ 2 2= —I< < S <.
Logo, d 4 08 & d 4 5<:>d 20 cos< 3> cos X cosOC>2 cos X
& d= 3 @d:i@d:%. Oméximodefem[ g;%}éL
20 2V/5 10
5t 7n -
Pag. 134 10.2. Se X€|:T, ?} entao
7.1. cos<2l+£>—2c052—n=cosn—2<—cos£>= cosngcosxgcoss—n<:>—1<cosx<—£
3 3 3 3 b 2
1
=—1+2X§=0- Oml’nimodefem{%,%}é—‘l.

Logo n é solucao da equacao cos<x+£>—2cosx—0
90. 73 ' quas 3 - 11.1. g (x + 1) = sin (x + ) cos (x + ) =— sin x (= €S X) =

7.2. cos (- x) cos (m — x) — sin? (T + x) = =sinxcosx=g (), vx€R

=08 X X (= oS X) — (= sin x)? =— cos? x — sin’ x = Logo, m é periodo de g porque g(x+m) =g (x), Vx€D,.

== (cos’x + sin®x) =~ 1 11.2. g(x)<0Ax€EI0, 2n]
7.3. cos x—cos xsin?x = cos x (1 — sin? x) = cos x (cos® x) = At [(Sinx>0/\C05X<0)V(SinX<0/\C05X>U)]
=cos’x <:>XEj|£,TC|:Uj|3i,ZTE|:
2 2
Pag. 136
81.1.g(x)=1-cos(m—2(x)=1-cos (n+2x)=
=1-cos(m-20=g(x),VxXER Tarefa3 2tg<g>x1
AB x 0C 4 2x1x1
Logo, g é uma funcdo par. 111, Agasy = 7 5 = > =1

8.1.2. g(x+m)=1-cos(n—2(x+m)=1-cos (x—2x—2m) =

2tg<£>><1
ABx0C _ 3 =2><\f><1=\@

=1-cos(-n-2x)=1-cos(mn—-2x)=g(x), VXER 1.1.2. Apug = > 5
Logo, m € periodode g porque g (x+m) =g (x).V x € D,. 1.2. Nao. A medida que 6 aumenta, também AB aumenta.
2 2tgOx1
8.2. sin?(2) +cos’(20) =1 <& (%) + cos? (2a) = 1 1.3. A(9)=f=tge
2V/2 2V/2 1.41.A@0)=1 < tgh=1A0<0<E <= =1
& cos? (2a)=g = cos(2a)=T\[Vcos(2a)=—T\[ ©) g 2 4
1.4.2. A@)=4 < tg0=4LA0<O<Z ; §~133rad
T T . T 2
Como ae{z,f},conclm-seque 20:6{5,75] - - o -
2.1. OA=0B+BA < 6=2AB+BA < 6=3AB < AB=2
Logo, cos (2¢) =— 2\36_ Aamplitudeﬁéngulo BACél—oc.
Assim, tg(n—a):%@—tga:%@ﬁ:—ﬂga
2V2 3-2V2 ik -
g((x)—1—cos(n—Za)—1+cos(2a)—1—T—T tg(n—a):%@—tga:%@@:—étga
9.1. —1<cos< —%><1 Assim,
i A =Eol99*C2t90)  —8W9e  iga.
= —2<—2cos<x—z><2 2 2
51t 5t b4 T
®3_2<3_2c05<x_%><3+2 2.2. A<T>——16tg<7>——16<—tgz>—16tgz—
. V3 _16V3
<:>1<3—2cos<x—z><5<:>1<f(x)<5 =16XT= 3



12.2. 1+tg*a=

2.3. Aa)=16 <:>716tga:16/\%<a<7r

tg(x:—1/\%<a<n = oc::%n

2 —
o &~ 1+tg°a=
S 1+tg?a=9 < tg°a=8
(=4 tga:\/§\/tg(x:—\/§
S tga=2V2Viga=-2V2

Como 0{6[0, %{, conclui-se que tga:Z\/é.
Logo, d=V4 +tg? =4 +8=112=2V/3.
d=Vh+tda & V29=Vh+tda & 29=4+tda

& 25=t¢’a & tga=5Viga=-5

Como a € {0 , %{ conclui-se que tga=5.

—_

1+tgzazcos12a & 1+5°=

& 26= 12 & coslo=
cos’ o

~ cosa=L\/cosa=—

V26
\/26

&~ coso=———V cosa=—
26

N
§§§~A~
o~| O~

Como aE{O,E[, conclui-se que cos o =

2

V26

Entao, sin(x:cosaxtg(x:WX

AB'=TB' +AC’

. 0 contradominio da funcao y=tgx é IR, logo, o contra-

dominio da funcao f também é IR.

x>0 & -tg'x<0 & 1T-tg?x< 1 & (<1

Di=1-o0, 1]

g (29|20 & 2+]tg (20)]>2 & F(0)>2

D;=1[2, +ool

cos* x —sin*x _ (cos’ x — sin’x) (cos” x + sin’x) _

= d*=2+tg% o

= d*=4+td%a

= d=Vhi+td’a

0y

_cos’x  sin’x _

cos’a

: Dg:{xelR: 2% % + ke, kGZ]:

T km
={xER: —+—, keZ
{x x2 2+ ]

: Dg={xEIR: x# 4k Ax# 0+ kr, kez]:

=<X€|R: x;tk?n, kGZ}

: Dg:{xelo, nl: x2S 4kn, KEZAT-tgx>0

2

:{xG]O, ol : x¢%+kn, keEZ /\tgx<1]:

“Po-iofi A

. tg(2x):tg% = 2x:£+kn, kezZ

cos? x cos? x

(cos?x —sin’x) X 1 cos?x — sin? x

©10)Ipg 03104 © THdOTIVINAN

cos? x cos? x

1 —tg%x
cos’x  cos’x g

D={xER: cosxiO}:{xelR: x¢g+kn, keEZ

) D,={XEIR: x-L2Xikn, kez

3 2
:{XEIR: x¢57n+kn, kEZ}

. 0 contradominio da funcdo y=x é IR, logo, o contrado-

minio da funcdo f tambémé RR.

No intervalo }— r , n{ so poderao existir assintotas verticais.

As equacdes das assintotas do grafico de f no intervalo

6

b - T 5n
X | sao X:_Z e x=—— porque, por exemplo,

lim,, f()==00 e limg,- f(X)=+c0
X——- X — 7

6

. f(x—z )=—2 (= 1+tg<x—%rc—E

3
S tgx-m)=-3 & tgx=-3

. T
Como 0<a<m e tga <0, conclui-se que E<(x<n.

1+tgzoc=c 51,205 S 1+ (3)72=

— O

& 10=—— & cos’a=
cos

<< cosax=——=V cosa=—

EER:
535l =-
o o

& coso= V coso=—

1

o

1

o

T .
Como — <o <m, conclui-se que cos @ =—

2
V10
0

Entao, sin (%n + x> =—CoSX=

5[<
o

5

T T
@X_ﬁ-'—kfl kezZ

) \/§+tg<x—£>=0 = tg(x—%):—\/ﬁ

4

T T
= tg(x—z>—tg<—§> ==

= x:—%+kn, kez

I ikn, kEZ
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17.3. tgx=1tg’x & tgx—tg?x=0 < tgx(1 —tgx) =

&S tgx=0Vigx=1 & x:anx:%+kn, keZ

Como o €1[0, 2n],

b 5t
— =, 2m;.
A'ﬂ:' Ak T

conclui-se que

x €40,

18. Ospontos A, B, C e D pertencem ao eixo das abcissas,
mas nao pertencem ao grafico de f, porque as suas abcis-
sas nao pertencem ao dominio da funcao f.

Df:{xEIR: x¢g+kn, kEZ/\tgzx;H]:

[XER x¢2+kn /\x;r&[‘+k—7t

Jof 20

kEZ}

o)l 0) = of3-o)

Entao, A <— r ,

Tarefa 4
1.1, f(x)=g(x) & sin(2x)=cosx & sin(2x):sin<g— )

— 2x=£—x+2k1tV2X=1t—<E—X>+2k7t. ke”zZ

2 2
T T
<:>3X=E+2kn\/x=§+2kn,kEZ
T 2kn
C)X—Z+T\/ §+2kn,k€Z
n n
k= t - =—VXxX=—.
Se 0 tem-se x 3 X >
5t 51t
k=1 tem- =—VXx=—.
Se em-se x 3 X >
- T \/5) (n ) <5n \/§)
Entao, AL, X2) B|Z XMV
niac. <6'2' 200 e % 3
1.2. Sabe-se, por exemplo, que f(0)=0 e g(0)=1, logo, a

funcdo f corresponde a representacao grafica Il e a funcdo
g corresponde a representacao grafica I.

1.3. (f—9)(x)<0AXx€EI, nl & F(x)-g(x)<O0AXx€EID, =l

T T 5n
ZM? 7[
T 2km

1.4 f(x)= g(x)(:}x—Z+TVx—§+2kn kEZ

Como « € 16w, 8nl, conclui-se que
eftln, ton ain 150

6 2 6 2
sina—0
coso—0

& f)<g)AXE], 1l & XG}U,

2.1.1. P(cosa, sina) e my= =tgo.

Como areta AP é perpendicular areta OP, sabe-se que

Myp=— Areta AP é definida por:

tg o

—sina=—i(x—cosa)
y tga

1 cosa
X+

y=—— +sina
tga tga
1 cosor .
y=———X+———+sina
tga sin o
cos?
= y——ix+ % tsina
tgo sina
1 cos’a  sina 1 1
& y=———Xx+— - = y=—— -
tg o sina  sina tga sina

TEMA3

95
O ponto A pertence a reta AP e tem ordenada nula, logo
tem-se:
t
:Lx+_1 <=>x:.ga<:> = !
tga sin sin o cos o

Assim, A (L, 0).
cos o

2.1.2. O ponto B tem a mesma abcissa que o ponto A e a
mesma ordenada que o ponto P, logo B<¥ sin a).
cos o
0A
2.2.1. A[OAP]:%, logo
. sina
cosaxsma cosa tgo
fle) = 2 T2 T2
PB x AB
AIABPlva logo
T : sin o )
( _<cosoc COS!X>><Slﬂ05_m—cosa><sma_
g= 2 - 2 -
tg o — cos asin
== = —(tga—cosasma)
2.2.2. f(@)=3 < 92 -3 & tga=6
s 1 1
T+ 4 o " cos’ o
1 1
37 = lo=—
=4 cosza & cos‘«o 37
1
& coso=—— Vcosa———
V3 V37
V3 V37
__\/ —_ Y2
& coso 37 cos o 37
Como 0<a<g, conclui-se que
cosa—i e smoc—ﬂ
T 37 T 37 -
Logo, g (o) = (6_\/37 6\/3 ) 108
9. 9 37 37 )37

19.1. O periodo positivo minimo da funcado f é 2m porque 2m é
o menor valor positivo T que verifica a condicao
fx+T)=f(x), YXED,.

4T b 4 14w
19.2. a= ?—2 ——?eb—?+2ﬂt T
20.1.1. F__ e 77" %@m:(—sukm

& 7=-3+2k & k=5

14n  3m+ bkn

n =
20'1'2'7_Z k3(:)ﬁ_ 12 & ldn=B+4k)T
<:>14=3+4k<:>k=%

02 o()-o(-5ox5)ol5) 1

(*) porque % é o periodo positivo minimo da funcao g.
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21.1. f(x) =sin (3x) = sin (3x + 2x) = sin (3 <x +27n>) = f(x +27n>
ZTE é o periodo positivo minimo da funcao f.
. X . X . 1
21.2. f(x)=sin (— 5) =sin (— 7° 21:) =sin <—§(x + 41:))-
=f(x+4m) 4w é o periodo positivo minimo da funcéo f.
21.3. f(x)=1+cos (mx) =1+ cos (mx + 21) = 1 + cos (n(x + 2))
=f(x+2) 2 é o periodo positivo minimo da funcao f.
22.1. Seja T o periodo positivo minimo da funcao h.
Entdo, por observacao grafica, concluiu-se que:
ro B g 1n g 2
T4 12 T2 3
n 2n _ 13n 97 2 1w
222 c= Ty b T3 o
N 2n 3n =

12 37127 47

23.1. |2—n| é o periodo positivo minimo de f, logo, tem-se
a

2n_mn & |a|=4 &= a=4Va=—4.

la| 2

Atendendo ao sinal da funcao f, conclui-se que a=4.
23.2. |2—n é o periodo positivo minimo de g, logo, tem-se

a

2n_m & |a|=4 & a=4Va=—4.

lal 2

Atendendo ao sinal da funcao g, conclui-se que a=—-4.
23.3. |271'c| é o periodo positivo minimo de h, logo, tem-se
a

B

Atendendo ao sinal da funcao h, conclui-se que a=3.

& |a|=3 & a=3Va=-3.

24.1. f(x):sin(x—%):sin(x—%+2n>:sin<(x+2n)—%>:
=f(x+ 2m)
2n é o periodo positivo minimo da funcéo f.
24.2. f(x)=1+sin<3x+%>=1+sin<3x+%+2n>=
. 2n\ w n
=1 +sm<3<x+?>+z>—f<x+?>
2n , ., . -
3 € o periodo positivo minimo da funcao f.
24.3. f(x):Z—cos(Ax—%):Z—cos(Ax—g—n+2n>
—2—cos<4<x+£>—4—n>—f<x+£>
- 2 3)° 2
g é o periodo positivo minimo da funcao f.
T T
244, f(x)=tg(2x)=tg(2x+m) =tg (2 <x+§>> = f<x +§>

T, . . - -
0 é o periodo positivo minimo da funcao f.

24.5. f(x)=tg (%) =tg (% + n) =tg <%(x + 3n)> =f(x + 3n)
3n é o periodo positivo minimo da funcéo f.
n n T\ T
24.6. f(x) —tg<2x+z>—tg<2x+z+n>—tg <2<X+E>+Z>

~t(x+2)

T, , . . -
2 € o periodo positivo minimo da funcao f.

25.1. As coordenadas do vetor associado a translacao que trans-
forma o grafico de y = cos (2x) no grafico de
y=cos<2x—%> sdo (g 0].

As coordenadas do vetor associado a translacdo que trans-
forma o grafico de y=cos (3x) no grafico de

T\ . b
y—cos<3x+f> sao( % U).

As coordenadas do vetor associado a translacdo que trans-
forma o grafico de y=tg (2x) no grafico de

LA T
y—tg<2x+§> sao <7Z, 0).

As coordenadas do vetor associado a translacao que tran

25.2.
25.3.

25.4.

forma o grafico de y =sin <§> no grafico de

=sin <£—E> sao (2—75 0)
=273 3 )
26. Afuncdo h corresponde ao grafico IV porque h(0)=-1.

Como lim,—f(x)=2, limp-g(x)=—o0 e lim_j(x)=-1,
= =7 =7

conclui-se que a funcdo f corresponde ao gréfico lll, a fun-
cdo g corresponde ao grafico Il e a funcdo j corresponde
ao grafico .

Tarefa

1.1.1. A transformacdo geométrica aplicada na passagem da
representacdo | para a representacao Il € uma simetria em
relacdoa Ox.

1.1.2. A transformacdo geométrica aplicada na passagem da
representacao Il para a representacao lll é uma translacao

E
1.2, f(x) = cos (2x) = cos (2x + 27) = cos (2 (x+ TC)) =f(x+m)

7 € o periodo positivo minimo da funcdo f.

) . n
horizontal associada ao vetor (— O).

2. —1<sin<bx+%><1 @a—1<a+sin<bx+%><a+1
&S a-1<fx)ga+1

Entdo, D;=[la-1, a+1].

Por observac&o grafica sabe-se que D;=[2, 4], logo, con-
clui-se que a=3.

2 1n 3¢m 2n
Ity A A g il
b 8 8 |b]

Como f<:%n> =2, conclui-seque b=-2.

=1 & |b|=2¢&b=2Vb=-2

©I0)1pg 03104 ® TIIDTIVINAN
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3.1.

3.2.

g(0)=0 <=>—1+cos(g>:0 ¢>—1+c><%:0 & c=2

2n_ 10m 2n 21 1
W—T—<—T><:>m—4n<:>|dl—§
& d= ! Vd=—l

2

2
Como g(— 23i>:1 , conclui-se que d:%,
A

g(x)=0Ax€E[2r, 3n]
= —1+2cos<§+%>=0/\xe[2n, 3n]

1

X T
<:>cos<§+§>—§/\x6[2n,3n]

X T T X T n
<:><§+§_§+2knvi+§——§+2kn,kEZ)/\
A XE[2rn, 3n] &
<:><x=4anx=—43—n+4kn,kEZ)/\XE[Zn,3n]

8n
C}X—?

Tarefa 6

1.1.

1.2.

1.3.

Depois de inserirmos os dados registados na tabela em
duas listas da calculadora, por exemplo nas listas L1 e L2,
procedemos da seguinte forma:

EDIT TESTS
T@uar =g

SinEed LisLz

LinReadathbxs
LrRe3
ExrFREeq
Furkea
iLogistic
HSinkeg

M 000

Ceit O oL
winmmnn

Podemos considerar, por exem-
plo, d (t) =40+ 3 sin (0,5¢) .

WM

QMU
HEHOLBNOFOR LYENE L

N

inirLn 2
HWEFHEEPEAB LYSET ol

Durante o tempo de ondulacao, e de acordo com o modelo
obtido, a maior e a menor distancia da rolha ao fundo do
reservatorio foram, respetivamente, 43 e 37 cm.

LW IO Flotl Flokz Flot:
Amin=43 ~M1B4E+3sincE. 5
Anax=od
macl=1 =NezE38
Ymin=36 M=
Ymax=944 =My=
Yacl=1 =Me=
Hhes= ~NE=

Nos dltimos 15 s de ondulacao,
a distancia da rolha ao fundo do
"._| reservatério foi igual a 38 cm
trés vezes.

NEMA12CPR2 - FO7

2.1.

2.2.

2.3.

TEMA3

97

—1<cos(0,4t) <1 & —25<25¢co0s(0,4t) <25
& 40-25<40+25cos (0,4t) <40+25
& 37,5<d(t) <425

A distancia maxima da rolha ao fundo do reservatodrio é de
425cm.

d(t)=42,5 < 40+ 2,5cos (0,4t) =425 <& cos (0,4t) =1
& 04t=0+2kn, kEZ &< t=5kn, ke Z
Se k=1 tem-se x=5m; x=16.

Ap6s o inicio da experiéncia, a distancia da rolha ao fundo
do reservatdrio é maxima, pela primeira vez, ao fim de
aproximadamente 16s.

A distéancia maxima da rolha ao fundo do reservatério é de
37,5cm.

d(t)=37,5 < 40+ 2,5 cos (0,4t) = 37,5
& cos (04t)=—1 < 0ht=n+2kn, kEZ &

= t=57n+5kﬂ:, keZ

Se k=3 tem-se ng;
Faltavam aproximadamente 5s para o fim da experiéncia
quando, pela ultima vez, a distdncia da rolha ao fundo do

reservatorio foi minima.

x=D55.

0 periodo positivo minimo da funcao é gTZ =5m.
Logo, p—g:Sn = p::“%n.

Tarefa 7

1.1.

1.2.

2.1.

2.2.

2.3.

O ponto P parte do ponto T, noinstante t=0, com velo-
cidade angular constante, demorando 12 s a dar uma volta
completa; entdo, a sua velocidade angular é

2n «m
w=o=% rad/s .
A abcissa do ponto P é igual a abcissa do ponto P e a
ordenada do ponto P" éigual a ordenada do ponto P.
Como a circunferéncia tem 5 cm de raio, sabe-se que as
coordenadas do ponto P sao (5cosf, 5sinf).

Sabe-se que 6 = %t .

Logo, a abcissa do ponto P’ e a ordenada do ponto P" sao

dadas por x =5 cos <%t> e y=5sin <%t>
A velocidade angular é de % rad/s .

A abcissa do ponto P é dada por

f(O):5c05<%>:5x$:¥.

0 =% e que a ordenada do ponto P é igual a sua abcissa.

Conclui-se entao que

Assim, as coordenadas do ponto onde se iniciou o movi-
5v2 5_V5)
2 "2 )
0 periodo positivo minimo da funcdo f é % =6.Significa
3
que,de 6 em 6,0 ponto P se encontra na mesma posicao.

mento sao (
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27.

28.1.

28.2.

28.3.

28.4.

28.5.

29.1.

29.2.

29.3.

29.5.

Para provar que ndo existe lim sinx basta atender a
. L. - _)(—>+OO
periodicidade da funcao y=sinx.

Por exemplo, sin<g+ 2kn>: 1, k€Z e

sin(—g+2k1t>:—1, kKEZ.

. sin?x -,
lmj ——=0 Sabe-seque 0<sin“xg1, VxER.
X— +00
3
Quando x tende para +oo, tem-se %g 5|r)1( X <%.
Como Llim E= lim l:0, necessariamente
X—+00 X X— 400 X
in2
lim 2" X_g.
X—> 400 X
lim XFSNX_ im (1+S'”X>=1+0:
X— —00 X— —00 X
. 2x —t t
lim, - X8 n_<2—<ﬂ>>=2—(+oo)=—oo
X—> x—=7 X

x—rpn1—cosx=1—(—1)=5

0
lim 1—cosx o (1-cosx)(1+cosx)
=0 sinx  x—0  sinx(1+ cosx)
1 - cos % sin® x

i _
Pl sin x (1 + cos x) 20 sinx (1 + cosx)
. sin x 0
= lim 2% _~_9
- 1+cosx 2

sin (2x)

llolo

lim
x—0

x—»O( 2Xx

Nota: Quando x — 0, também 2x — 0.

lim S'"(Zx)x2>=1><2:2

. X—Sin(—X)g1 . x+sinx 1 . sin x
lim ——————==—lim ——==—lim |1+ =
x—0 2x 2 x—0 X 2 x—0 X
1
=—(1+1)=1
> (1)
. 0 . .
lim sin (m+x) o l -sinx 1 sinx
x—0  3x Tx—0 3x  3x—0 x
1 1
X ]=——
1773
5 0 2
lim —2— L5 lim =5x -
0* x—0" x
sm<5> sm<§> _ S|n<§>
lim
X x>0 X
2
:5><%:10 Nota:Guandox—»O,tambémg—vo.
. . (x - (x
. sm(2x)—sm<z>%. sin (2%) sm<z>
lim = lim - =
x—0 X x—0 X X
sin<£>
o sin (2x) 4) 1 B 1 7
_Xlin[J N X 2 X XZ =1x%x2 1><4_4
4

Nota: Quando x — 0, também 2x — 0 e % — 0.

| sin (4x)

x—0 —sin x

oo

29.6. lim SN =4
x—0 sin (T + X)

_ lim {sin (4x) o X

hx sinx><(_4)}=1><1><(_4):_4=

x—0
Nota: Quando x — 0, também 4x — 0.

cos (E + x)
2

—sinx

llole

297 M Ce A e )
_“m{sinxx b ><l}—1><1><l—l
Tx—0l x T sin(éx) " 6] 6 6
Nota: Quando x — 0, também 6x — 0.
0
. osin(=4x) o . <sin (= 4x) )_ B
30. im o S T xEA)=IxEa=-2

Nota: Quando x — 0, também 4x — 0.

f é continua a esquerda de zero porque lirrai f(x)=1£(0).
x—

1- 2 1- 2x)) (1 2
lim cozs( X) — Um ( cozs( x))( + cos ( x)) _
x—0° X x—0° x*(1+ cos (2x))
1 — cos? (2x)

:xll»n?l* X" (1 + cos (2x))

— im <sin (2x) " sin (2x) o 4
B 2x 2x 1 + cos (2x)

>=1x1x2=2

x—0"

f é descontinua a direita de zero porque limw f(x)#f(0).
X—»

sin (2x)
0 .
31.1. tim 920 0, 0520 (S'”(ZX) N ):
x—0 X x—0 X x—0 2x cos (2x)

=1x2=2

Nota: Quando x — 0, também 2x — 0.

T
0 —cos<y+—>
- 2
31.2. Gim, 05T =X € Zcosx -
XHT X—E XH? _E y—0 y
2 2
= lim 2
y—0 y
Mudanca de varidvel: Fazendo x—g=y, vem x=y+%.
Se x—»%, entao y — 0.
. 0 . .
313, lm SN0 & o, SINEY e ZSiny
x—n 2X— 21 y—0 2y y—0 2y
1. siny 1 1
] LV .
2Ty T TR

Mudanca de varidvel: Fazendo x—m=y, vem x=y+m.

Se x — @, entao y — 0.

T I
cos (X + *) 0 cos (y + *) .
31.4. lim, 428 \im 2/ _ i 2SN _
2 T ey =
4

Mudanca de variavel: Z

Sex—»%,entéoy—»[}.

Fazendo x—%:y, vem x:y+£.

©10)Ipg 03104 © THdOTIVINAN



NEMAI12CPR2 @ Porto Editora

ol
31.7. E-T {xsin(;)}: lirD = lim

Mudanca de variavel:
Fazendo l:y, vem x:l.
X y

Se x — +oo, entdo y — 0*.

(-3)
2x —cos|x —— .
2)  2x—sinx

32.1. f(x)= X "

Flex) = 2(=x) —sin (- x) =—2x+sinx= 2x—sinx=
- X -X X

=f(x), V x € R\{0}

Logo, f € uma funcéo par.

32.2. f é continua em R\{0} por ser o quociente entre duas
funcdées continuas, logo, a existir assintota vertical, esta
serd a reta de equacao x=0.

.0 .
lim £(x) = lim X=X 2 i (2— 5'”"):2—1 =1
x—0 x—0 X x—0 X
Logo, a reta de equacdo x =0 ndo é assintota vertical do
graficode f.

323. lm f()= lim ZX=S"X_ in <2 _sn X>:
X—> +00 X—> +00 X—> +00 X
=2-0=2

lim )= lim ZX=SNX_ jin <2 - 5””‘):
X— —00 X— —00 X X—» —00 X
=2-0=2

Logo, o grafico de f tem uma Unica assintota horizontal, a
reta de equacao y=2.

33, AP =42+32 < AP'=25 <> AP=5¢
AC'= 42+ 5 < AC'=41 < AC=\/41
cos (ot — B) = cos ax cos B + sin a sin =

L 4 5 3 16 15 31
=——X—+——X—== + =
VET 5 VAT S 5\VAT 5VAT V4T
O3 xVA 3Va

5V41 x V41 205

T 2 T LW 2
34. cos(z—k)fgﬁcoszcosk+smzsmk7§

@?cosk+%sink=% =4 \/§cosk+sink:%

Tarefa 8
1.1. cos(o+p)=cos(a—(p)=
=cosacos (- B)+sinasin(-p)=

=cos ¢ cos B+ sin & (— sin B) = cos & cos § — sin e sin 8

TEMA3

1.2. sin(a—ﬂ)=cos<g—(a—ﬁ)>=cos<<%—a>+/3>=
:cos<%—a>cosﬁ—sin(%—a)sinﬁ:
=sinacos f§ —cos asin B

1.3. sin(a+pB)=sin(a—(-B))=sinocos (- B) — cos o sin (- B) =

=sin o cos - cos o (- sin B) = sin o cos  + cos o sin

sin(o+B) sinacosfB+cosasinff

1'4'1'tg(a+ﬁ):cos(a+ﬁ)_cosacos/}—sinasinﬂ_
sinacosfi cososinf sina+sinﬁ
_cosacosf  cosacosf  coso  cosf
~cosacosf sinasinff . sinasinf
cosacosfS cosacosf cos a cos f3
_tga+tgp
T 1-tgotgp

1.4.2.tg(a_ﬁ)=sin(a—ﬂ)_sinacosﬂ—cosasinﬁ_

cos (- B)  cosacosB+sinasinf

sinacosfi cosoasinf sina sinf

_cosacosf cosacosfB  cosa  cosf

T cosacosB  sinasinf sin a sin B
cosocosfB  cosocosf cos o cos fB

_tga-tgf

Tl+tgotgB

2.16. sin (2x) = sin (x + x) = sin x cos x + cos x sin x = 2 sin x cos X

2.2. cos (2x) = cos (x + X) = COS X COS X — sin x sin x =
=cos?x — sin’x

: _ tgx+tgx  2tgx
2.3. tg(zx)_tg(x+x)_1—tgx><tgx_1—tgzx

AC x BE _ AC x (0B — OF)
2 2
2cos 0 x (1 —sinB) C

2 @\

3. Ao =

£(6) =

2cos B —2cos 6 sin6 0 X
2
_2c0s0-sin(@0) _ oo Lain 20)
2 2
f —f . _ 0 .
35.1. f(x) = lim ) —f(m) _ lim SNX=05 . sin (y+m) _

X—T - X—T X—T y—0 y

= lim 2
y—0 y
Mudanca de varigvel:
Fazendo x—m=y, vem x=y+m.
Sex — m, entdo y — 0.
n
0 -1(%) | \
35.2. f'(f>: lim, —— 4 i SN0 =15
i SIPIE
4 4

. T

sm<2y+f>—1
= lim 2 —lim s @) =1

y—0 y



. 1-cos(2y) (1-cos (2y)) (1 + cos (2)
- yll—n;][] =7, y (1 + cos (2y))
1 - cos? (2y) sin? (2y)

_y“—r>n0 y (1 + cos (2y)) =7, y (1 + cos (2y)) B

B ) sin (2y) sin (2y)
- 2yu_q10< 2y T+cos(2y)

0
) —2><1><§ 0

Mudanca de variavel: 7

Sex—»%,entéoy—»(].
f(X)—f<2> x+sin(x)—g—1
36.1. f = lim = lim, ————
2) x=y 4 7y - T
2 2
. B sinly+ ) 1
= lim, [1 S'”(X)n1 =1+lim0+=
x—2 o y—
*732
1+ lim cosy—1 14 lim (cosy—1)(cosy+1)=
y—0 y—0 y(cosy + 1)
2., 22
g lim ST gy Sy
y—0y(cosy +1) y—0y(cosy +1)
:1—Lim<s'"yx&>:1—1xo:1
y—0\ Y (cosy +1)
Mudanca de varidvel: Fazendo X—E=y, vem x=y+£.
2
Sex—»%,entéoy—»O.
36.2. Sabe-se que m,=f' <%>:1 e que o ponto de abcissag

tem ordenada %+ 1. Avreta t édefinida por

y—(%+1>=1< —E)<:>y x—g+%+1 S y=x+1.

Entdo, areta t interseta o eixo das ordenadas no ponto de

coordenadas (0, 1).

n T
Fazendo x ——=y, vem x=y+—.

oo

2

37.2. f'(x)= (sm (2x)) = 2 cos (2x)
37.3. f(x)=|sin (n) . =—%cos (g)

X

37.4. f(x) =

— T cos (T X)

37.5. F(x)=(\V1-si PR U
® ( Sm(nX)) 2\/1 —sin (mx)

38. f(x)= (7+Smx) <%+cosx>eg+sm

ffx)=0 < <%+COSX>QE+SIHX:0 ~ cosx:—%
Como x €10, 2n], 4;

. 2
conclui-se que x = ?n VXx=—.

39.1.

39.2.

40.2.

40.3.

40.4.

40.5.

41.1.

41.2.

42.1.
42.2.

2n 4t
2 0 3 3 21
f ot 0 - 0 + |+
t 0|/ f(%“) N f(%") J |ien
Conclui-se, entdo que a:%E e b=4?n_

'(x)*< sin x )'7cosx(2+sinx)—sinxcosx7
I =2 sinx) = 2 +sinx)
2C0SX+COSXSiNX—sinxcosx  2coSx

(2 + sin x)? (2 + sin x)?

Sendo a reta tangente paralela ao eixo das abcissas, entao
o seu declive é nulo.

2 cos x
"(X)=0 L2827 o=
gt = (2 + sin x)?
< 2cosx=0A(2+sinx)?#0 < cosx=0
R AR

cond. universal
& x= g +kn, kEZ

Em cada intervalo do tipo [2km, 2n+ 2knl, k € Z ha
dois zeros da funcao derivada.

Assim, no intervalo [460r, 551x]

(551 — 460 = 91n = 45,5 x 2, o que corresponde a 45
voltas e meia) hd 91 zeros da funcdo derivada, ou seja, ha
91 pontos do grafico de h em que a reta tangente ao gra-

fico em cada um desses pontos é paralela ao eixo Ox .

x):<1 + cosx) si;x
(1 1 . (1
=(c (6 = en(z))-5n )
= (x? cos (3x)) = 2x cos (3x) — 3x” sin (3x)
(x) (x ") = 1€ + x (— sin x) e“** = e“** (1 — x sin x)
f'(x) = (ln (cos (3x — Tc)))' = % -3tg(3x—m)

e e B R S S
wesinorr )l 7) - oo

Sendo kK € Z, entao f'<%+ k%)z— cos <g+ kn)= 0.
0 declive das retas tangentes ao grafico de f nos pontos

kT

de abcissa x=£+— , k€ Z ¢é nulo, logo, essas retas

sao paralelas ao eixo das abcissas.

g(x)=x—sinxcosx=x—%(2sinxcosx)=x—%sin(2x)

Areta t é paralela ao eixo Ox e tangente ao grafico no
ponto A, logo g'(x,) =0.

g'(x)z(x—%sin(Zx)>:1 —%XZcos (2x) =1 = cos (2x)
g'(x)=0 <& 1-cos(2x)=0 < cos (2x) =1
& 2x=2kn, kE€EZ &< x=kn, k€ Z

0 menor zero positivo da funcao derivadade g é m.
Entao, como g(m)=m, conclui-se que A(m, ).
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42.3. g"(x)=(1-cos (2x)) =0 — (- 2 sin (2x)) = 2 sin (2x)
g"(x)=0 < 2sin(2x) =0 < sin (2x) =
km

& 2x=kn, k€EZ & x=— > keZ

Todos os pontos de abcissa x = kTTE k € Z sao pontos de

inflexdo do grafico de g uma vez que sao pontos onde ha
mudanca de sinal da funcdo g" (segunda derivada); logo, o
gréfico de g tem um nimero infinito de pontos de inflexao.

iy C 3
43.1. F(x)=(x+tg(3x) =1 ot B
43.2. f(x)=(xtg’x)' =1xtg’x+x2tgx ! =tg’x + 2xtgx
- g = g 9% Cosix 9 cos? x
1
' -
43.3. f'(x)z(tg <l>> = X !
asp) rer(f)
cos’|— x* cos’ | —
X X
, -2+2tgx
434 F)=[(1-tgx? =2(1-tg x)( — X) o
X
. 2x X%~
43.5. f'(x)={x+tg<<%>>} =1+ 2” 3 = X >
wl5]) 2o ()
2
1 1
1) 0_coszx Ccos’x 1
44.1. h'(x):(—): & = = —
tg x tg® x sin?x _ sin’x
cos? x
44.2. T
X 0 2 b1
h* | s.s. - S.S. - S.S.
+ oo 0"
h | ss. AN 0| s AN ool S
Por observacao da tabela conclui-se que h é decrescente
em }0 E{ eem }E n[
"2 2"
ey (VN
44.3. h (x)—< _sin2x> =(sin?x) =
- (=2)sin?xcosx= 2 (.:035 X
sin® x
A () =0,V x€I0, nl\ %}
T
X 0 2 b1
h" | s.s. + s.s. - s.s.
h s.s. ~— s.s. ) s.s.
O grafico de h tem a concavidade voltada para cima em
}0, %[ e voltada para baixo em }% T .
N&o tem pontos de inflexao.
45.1. kx + 4 t =k
5 () =(kx +btgx) =k + —— ox
f"(x)=<k+ 42 >=0+ 0—4><2coix(—5|nx) =85|r31x
cos’ x cos” x cos’ x

TEMA3

W T 8 sin x T T
f(x)—O/\xE} R 2{(:} o —U/\XE:| 7" 2{
<:>SinX:U/\X€:|—E,%|:<:>X—U
x 0 3
X 2 2
f*" | s.s. - 0 + S.S.
f s.S N f(0) = ~— s.s

Entdo, qualquer funcao da familia tem um ponto de inflexao

em x=0.
45.2. Sendo k=-8, entdo f'(x)=(8x+4tgx) =-— 4
cos? x
ff(x)=0 < =-8+ 42 =0 & cos? x—l
cos’ x 2
<:>cosx=ﬁ\/cosx=—ﬁ<:>x—£ kE keZ
2 2 4 2’
T T ) b
Como xE}—i, 3[ conclui-se que X__ZVX_Z'
_E _& i %
X 2 4 4 2
f' s.s. | + 0 - 0 + | s.s.
f s.s. / f(—%) \ f<%> / s.s

f(—%):Zn—A e f<%>=—2n+4

A funcdo f tem um maximo relativo igual a 2mn—4 para
x:—% e um minimo relativo igual a — 2w + 4 para x=1

3

Tarefa 9 x <X> ' <X>
——sin|l—=] o sin|=
111, tim 2% _ (i 2 2/ 8 i | L\
x—0 X x—0 X x—0\2 X
sin<£>
. 1 2 1 1
—Xll_n:lo 5— XE —E—1X——0

Nota: Quando x — 0, também % — 0.

X sin <i> sin <i>
. 2 2 . 1 2
lim —— = lim [=- =
X

X—> +00 x— +o0o | 2 X

1.1.2. lim M=

x—+o0 X

1.2. Os declives das retas tangentes ao grafico de f nos pontos
de abcissa x =2kn, k € Z sao dados por ' (2kn), kE Z .

f(x) = (% —sin (%)) =%— % cos <%>

2) 2 2
Se k éimpar entdo f'(2km) %—%xx(—1)=1
ese k éparentao f'(2kn) = l—%><1—0

Entdo, as retas tangentes ao grafico de f nos pontos de
abcissa x=2kn, k € Z sao paralelas a bissetriz dos qua-
drantes impares ou ao eixo Ox .



ey =t m L os(ZX) 2L C T os(X) =
1.3.1.)‘(—)()—2 2cos<2>—2 2cos<2>—f(x).
Logo, a funcdo f' é par.
o= (L cos (X)) 20— L (=D sin(X) = Lain (X
1.3.2.f(x)—<2 2cos<2>>—0 2><< 2>sm<2>—45|n<2>
e =tsin[ZX) = L sin (X)) =~ Lain(X)=— ¢
f(_X)_45|n<2>_4< sm<2>>— 4sm<2>— ' (x) .
Logo, a funcdo f" é impar.
“(x) = T 1 cos(X)= X
1.33. Ff(x)=0 < 5 2cos<2>—0<=>cos<2>—1
@%=0+2kn,k€l(:}x=4kn,k€l.
Logo, a funcdo f' tem um ndmero infinito de zeros.
No entanto, a funcao f nao tem extremos porque
ffix)>0,VxER.
=0 e Lain(X)- (X
1.3.4. f'(x) =0 <& Asm<2>—0<=>sm<2>—0
& S=kn, kEZ & x=2n, kEZ.
X -4 —2n 0 2n 4r
f* o|+|0| -0+ |0]|-1]0
f 2~ = |~/ 0 [~ T |7 21
Os pontos de abcissa x=2kn, k € Z sao pontos de infle-
xao do grafico de f.
21. f(x)=0 & sin(2x)—2cosx=0

2.2

2.3.

2.4.

& 2sinxcosx—2cosx=0 <> cosx(2sinx—2)=0
& cosx=0V2sinx—-2=0 ¢ cosx=0Vsinx=1
= x:g+kn, kEZ

Como x €[0, 2r], conclui-se que X:EVX::%R.

2
- b 3n
Entao, B(i' 0) e D(T' U).

f'(x) = (sin (2x) — 2 cos x)" =2 cos (2x) + 2 sin x =
=2cos’x—2sin*x+2sinx=

=2(1-sin?x) - 2sin?x+2sinx=—4sin’x+2sinx+2
F(X)=0 & —4sin’x+2sinx+2=0

= sinx:—%Vsinx:1

Como x € [0, 2r], conclui-se que

b n 1n .o In 1w
X—E\/X—TVX—T. Zerosdef.f,T,T
Tabela de variacao da funcdo f:

b n Mn

X 0 2 T T 2n
|+ |+ 0 + 0 - 0 + |+
fl-2| /| o /#\_ﬁ/_z
AsabcissasdospontosCeDséo']Tne“Tneas

. 3V3 3\/3 )
ordenadas sao —— e - respetivamente.

2
. n 3\/§> (111: 3\/§>
Assim, C(T'T eET,—T.

2.5.

2.6.

f*(x) = (2 cos (2x) + 2sinx)' =2 (- 2) sin (2x) + 2 cos x =
=—4sin (2x) + 2 cos x

Afuncao f" é continuaem [0, 2r], em particular é continua

om [ 42, 112
3" 6 )

o(A) _n (2T AN E RS A
f<?>——45m<3>+2cos<3>— 4 x > +2><< 2)-
=-2V3-1

(1Y g (1R 1) _
f <T>_ 45|n< 3 >+2cos< 5 )—

) ofD)ers
4 1n

Como funcao f" é continua em 3

W[4 ANF
() <o (1),

entao, pelo Teorema de Bolzano conclui-se que

b ”—“{: F(0)=0.

HCE:|T, 5

Como a segunda derivada da funcao f passa de negativa a

. . it 1xw . Lo
positiva, no intervalo 35 | conclui-se que o grafico
de f admite um ponto ponto de inflexao pertencente ao
intervalo }A—R 1177:{

3" 6

Tarefa10

1.1.

Di={xE€ER: 1-cosx>0}={xER: cosx<1}=
={xER: cosx=1}=R\{xER: x=2kn, k€€ Z}

1.21. fEx)=tn(1—cos (x) =ln(1-cosx)=f(x), VX ED,.

1.2.2.

1.3.

1.4.

1.5.

Logo, a funcdo f é par.

f(x)=In (1 =cosx)=n(1-cos (x+ 2m)) =
=f(x+2m),Vx€ED;.

Logo, f é funcdo periddica de periodo positivo minimo 2w .
Como o dominio da funcdo g é o intervalo 10, 2x[, o seu
grafico s6 podera admitir assintotas verticais.

XLL.”B g((x)= Xl_l’na [ln (1 - cos x)] =—o0 e
Xin;ni g(x)= Xin;ni [ln (1 = cos x)] =—o00

As retas de equacao x=0 e x=2m sao assintotas verticais
do grafico da funcao f.

Como a funcdo g ¢é continua no seu dominio, o seu grafico
nao admite mais nenhuma assintota vertical.

As assintotas do grafico de f sdo as retas de equacoes
x=2kn, keZ.

sin x
T-cosx 1-cosx

G0 =F (9 =[in (1 = cos )] = L=C0SX _

LXX:U/\xe]o, onl 4

g(x) =0 T— cos

& sinx=0Acosx#1AXEND, 2nl & x=n

A tabela de variacao da funcao g é:

T 2n
+ 0 -

g
g |/ |in2| \
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Ent3o, f é estritamente crescente em 10 + 2k, m + 2knl e
é estritamente decrescente em In + 2kn, 2n+ 2knl, kKEZ .

Afuncdo f tem um maximo absoluto iguala ln2.

i \ 1 —cos x) — sin xsin x
16, " () = [—SnX >:cosx( _
9" () (1—cosx (1 - cos x)?
_ cos x— cos?x —sin?x _ €os X — (cos” x +sin’x)
B (1 = cos x)? (1 - cos x)? B
cosx— 1 — (1 —-cosx) -1

T —cosx)zz (1 = cos x)? T cosx

_cosx—(cos’x+sin’x)  cosx—1 _
(1 = cos x)? T (1-cosx)?

_—(T-cosx) -1
T (T-cosx)?  1-cosx

g"(x)<0,Vx€I0, 2nl

X 0 i )
Entao, o grafico de g tem a con-
g" - cavidade voltada para baixo e
g o~ nao tem pontos de inflexao.
sinx+cosx 1
f(x)—f(0
2.1, F(0) = tim 2O =FO _ 2 2 _
x—0 x—-0 x—0 X
. sinx+cosx—1 . sinx . cosx—1
= lim = lim + lim =
x—0 2x x—0 2x x—0 2x
1. sinx . (cosx—1)(cosx+1)
=—1 L =
2000 T x Ty 2x (cosx + 1)
=i><‘l+Lim cos’x-1 _1 i -sin’x
2 x—=02x(cosx+1) 2 x—02x(cosx+1)
=14 tim (sinx x——SInx _ >,l+1 x3_1
T2 x—0\ x 2(cosx+1)) " 2 42

Auseor = Auscl + Avcor =
_ABxTC _ADxCC”
2 - 2

@sinezg = sin9=£
AC 1

& CC =sind
sin<£—6>:£<:>cost9:£<:>W:cosG
2 AC 1
Entao, f(e):1><5|n9+1><cos«9:sm9+c056_
2 2{ 2
e T 1 3
222 f<n>_5|n<6>+cos<6>_2+7_1+\/§
TNe) T 2 T2 T 4

1+\/§

4

0 valor exato da area do quadrilatero [ABCD] é

. sinB+cosO 1
lim ————————=—

2.2.3. Jlim = .

A 10)-

. . sinf6+cosf 1
Jmg 10 = fime ——5—=7
Entao, Birr[}+ () = Xlil’n%, f(0) .

Em ambos os casos, os limites representam a area do
triangulo [ABD] .

2.2.4. f(6) = (sin 0 + cos 6>' ~cosB—sinf

2 - 2

TEMA3

f-(m:oa)wﬂme}o,g[
. ﬂ:_ T
&~ cost‘):sme/\ee}o, 0 ~ HZZ
0 | o=z
6 4 2
f + 0 -

A area do quadrilatero é

- T
do 6=—.
Z maxima quando 4

-
-
//

E) N

Tarefa 11
3cosx+ 1 '
1. hx)=|""—+4]|=
) <2—cosx * )
_—3sinx(2-cosx)-(3cosx+1)(sinx)
- (2 - cos x)? B
_—b6sinx+3sinxcosx—3cosxsinx—sinx  —7sinx
B (2 - cos x)? " (2-cos x)?
— 7 sin x
h'(x)=0 —————=0
) = (2 — cos x)?

& -7sinx=0A(2-cosx)?#0 < sinx=0
NI
cond. universal

& x=kn, kKEZ

Como a funcdo h é uma funcao periddica de periodo posi-
tivo minimo 27, vamos apenas fazer o estudo da funcdo no
intervalo [0, 2m] .

h(x)=0Ax€I0, 2r] & x=0Vx=nVx=2n

X 0 T 21

h' 0 - 0 + 0

s h(0) h (2m)
N ohm |

3+ 1

hO=h@)=5"1+4=8e
-3+1 2 10
h(n)—m+4——§+4—?~3,33

0 maximo da funcao é iguala 8 e o minimo é, aproximada-
mente igual a 3,33 . Daqui pode concluir-se que cada
coluna de reforco tem 8 m de altura e que a parte mais
baixa do muro tem, aproximadamente, 3,33 m de altura.

A distancia entre maximizantes é igual a 2w, ou seja, é,
aproximadamente iguala 6,28 m.

As colunas de reforco correspondem aos pontos de abcissas

x=2kn, kEZ ANxE[0, 160].
Dado que %z 25,46 , entdo tem-se
xef{0, 1,2, ..., 25}.

Assim sendo, conclui-se que existem 26 colunas de reforco.
Como o muro tem 160 m de comprimento, a altura do
muro na parte final é dada por h(160) .

~3cos 160+ 1

h (160) _m+4z3,35
Entao, a altura do muro na parte final é, aproximadamente
iguala 3,35 m.

2.1.1. PM=V225=15m e Aperen = Apsco) — Aiesr



2.1.2.

2.2.

tgx=— <& EM=— & EM = 12CosX
E tg x sin x

tgx="2 — Fa-151gx < Fa-125nx
15 cos X

(15cosx+15><15+ 155|nx>

i cos
Logo, A (x) = 100 x 60 — ~>"% > X/
225.cos X 4995 4225 4+ 225 sin x
- 6000 - — >N X cosx_
2
225 cos x + 225 sin x
— 6000 - 225 - X 09X
= 5 =

225 cos® x + 225 sin® x
sin x cos x
2
225 (co.s2 X + sin? x) 5775 — 2?5 x1_
2 sin x cos x sin (2x)
225
sin (2x)

=5775 -

=5775 -

15 cos x

AE = 100—(_7+ 15):85—M
Ssin x

sin x
15 sin x
cos X

e cosx:i & PF=
PF

ﬁ=60—<15 sin x
cos x

+15>=45—

15
cos x

sinx:g & EP= 15
EP sin x

P(x)= 100+ 60 + 85— 205X 15 19
Sin x sin x COS X

+45_15S|nx:290+15—1'5cosx 15—155|nx=
cos x sin x cos X
(15-15cos x) cos x + (15 = 15sin x) sin x

sin X cos x

=290 +

15 cos x — 15 cos’ x + 15 sin x — 15sin’x _

=290+ -
sin x cos x

—15+15cosx+ 15sinx _

=290 + -
sin x cos x

30 (1 —cos x—sinx)

:290_15(1—.cosx—sinx):2907 ‘
sin x cos x 2 sin x cos x
30 (1 — cos x — sin x)

=290 -
sin (2x)

A-(X):<5775_ 225 >: 0-225x2cos (24) _

sin (2x) (sin (2x))*
450 cos (2x)
o (sin (29)
450 cos (2x)
(sin (2¢))?
n  kn

= 2x=g+kn, kEZ & x=7+5 kEZ

A(x)=0 < =0 & cos(2x)=0

Como X€:|U, g{ conclui-se que x:%.

n n
x |0 4 2
A+ 0 -
Al A@ N

A drea do pentagono [AEFCD] é méaxima quando x = %

() 208 2]
g

=290-— =% 27 -290-30+30V2=260+30V2

Conclui-se que o pentagono [AEFCD] que tem &rea maxima
tem de perimetro (260 + 30 \/5) m.

Tarefa12

1.

h (0) = 40 + 50e "2 cos (0) = 40 + 50 = 90

0 concorrente saltou de 90 metros de altura.

h(t)=40 A0<t< 10

= 40+50e’°-2‘cos<%t>:40 AO<t<10
= 50e‘°'2‘cos(%t>=0/\0<t< 10

cos(%t>:0/\0<t<10

El

:g+kn, KEZAOLELTO0

=%+k,k€Z/\0<t<10

W~ w

t:%+3k, kEZANDLKEL10

LS IS IS A

t=15Vit=45Vit=75

0 concorrente encontrava-se a 40 metros do solo ao fim
de 1,5s, 45s e 75s.

im_h ()= tim (40 + 50672 cos <%t>)=

t— oo
50 cos(%)
= lim {40+ ——57—/=40+0=40
t— 400 e

Com o passar do tempo, a altura tende a estabilizar e o
concorrente ficarda 40 m do solo.

mt

h'(t) = {40 +50e%* cos <§>] =
_ _ 02t ot coz(_ T (T
=0+50(-0,2e )cos<3>+509 ( 3SIH<3>>

__ —0,2t nty, m_. ﬂ))
=-50e <U,2cos<3>+35|n<3

A funcdo h' é continua em IR{, em particular é continua
em [3, 6].

h'(3) =— 50e ¢ (0,2 cos (m) + % sin (n:)) ~55

h'(6) =— 50e~12 (0,2 cos (2m) + g sin (2n)> ~-30

Como a funcdo h' é continuaem [3, 6] e h'(6) <0< h'(3),
entao, pelo Teorema de Bolzano, conclui-se que
Jc€]3, 6[: h'(c)=0.

Como a funcao derivada de h passa de positiva a negativa,
no intervalo 13, 64[, conclui-se que tem pelo menos um
zero nesse intervalo.
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6.

[ pig 61 |

h (2,8) = 40 + 50e°2*2% cos (%) =12

A menor distancia, durante o salto, a que o concorrente
esteve do solo, foi de aproximadamente 12 metros.

Tarefa 13

1.1.1.

1.1.2.

1.2.

1.3.

1.4.1.

1.4.2.

~1<cos <“7t> <1 & —0,25<0.25 cos <"7t> <0,25

& 0,253 - 0,25 cos (%) >-025

& 2,5+0,25>25-0,25cos (%) >2,5-0,25
& 2,25 V() <275

Volume maximo: 2,75 |; volume minimo: 2,251

V(1) =2,5 - 0,25 cos (g) =25e

V(2)=2,5-0,25cos (n) = 2,75
0 volume de ar de reserva nos instantes t=1 e t=2 é
iguala 2,51 e 2,751, respetivamente.

V() = (2,5 0,25 cos (%)) = 0,25 % (— Zsin (%t»:

_025m (ﬁ)
C2 2

Se 0<t<2 entao V'(t)>0 ese 2<t<4 entao V'()<0.

0 que significa que, durante os primeiros 2 s de um ciclo
respiratério, o animal estad na fase de inspiracao e que nos
Gltimos 2 s esta na fase de expiracao.
7 minutos e 29 segundos =420 + 29 segundos =

449 1
=449 segundos e i M2+ 4
Ao fim de 7 minutos e 29 segundos, o animal encontra-se

na fase de inspiracao.

V'(5)=§: 0391/s e V'(15) =—%:— 0391/s

No instante t=5, o volume de ar nos pulmoées esta a
aumentar a razao de 0,39 | por segundo e no instante
t=15 esta a diminuir a mesma razao.

V' (t) = <0,2257r sin <%t>> = 0'225n X <g cos <%t>> =

o (lt)
T4 2

2
Vi) =0 & 0,25x cos(lt):[) = cos(n—)“):o
4 2 2
nt T
(=1 ?=§+kn, k€Z < t=1+2k, keZ

No intervalo [4, 8], afuncdo V" tem dois zeros: 5 e 7.

t 4 % 7 8
v | o+ + 0 - 0 + +
V 225 ~ | 25| /~~ | 25 | ~ |225

As coordenadas dos pontos de inflexao do grafico da funcao
V nointervalo [4, 8] sdo (5; 2,5) e (7; 2,5).

A experiéncia decorreu durante 10 minutos, ou seja,
durante 600 segundos.

A funcao V é periddica de periodo positivo minimo 4, logo,
no intervalo [0, 600] existem 150 ciclos respiratorios.

2.1.

2.2.

TEMA3

105

Em cada um deles, como foi provado na alinea anterior, ha
dois pontos de inflexao.

Conclui-se, entdo, que o grafico da funcdo V tem 300
pontos de inflexao.

Quando nao ha movimento, a distancia do assento ao solo é
dada por d(0).

Como d(0) =50, conclui-se que a distancia do assento ao
solo, quando ndo ha movimento, é iguala 50 cm .

d()=50 A0<t<20

= 25e-°v2fsin<"7t>+50:50/\0<t<20
PN 25e’°'2’sin<%t>:0 AD< <20
= sin<“7t>:0/\o<t<2o<:>

<:>n7t=kn, KEZAD<t<20

S t=bk, KEZANDLtI<20&=
S t=4ViE=8VI=12ViE=16

Durante o movimento, excluindo o instante inicial e o final,
ocorrem quatro momentos em que a distancia do assento
ao solo éiguala 50 cm .

As abcissas dos pontos A e B sao zeros da funcao deri-
vada da funcao d. Pela anélise do sinal da derivada, con-
clui-se que a funcdo d tem um minimo relativo no ponto de
abcissa A e um maximo relativo no ponto de abcissa B.

0 ponto A corresponde ao primeiro minimo apés o inicio
do movimento e o ponto B ao segundo maximo atingido
apods o inicio do movimento.

Para determinar os valores pedidos temos de recorrer ao
grafico da funcao d.

Recorrendo as capacidades graficas da calculadora, tem-se:

Flokl Flotz Flakz W IHOOW
s B25e 0 -E. 2RaE Amin=g
intmEsd 2 +58 Amax=28
wMe= nscl=1
sMe= Ymin=Z8
“My= Vmax=re
wMe= Vacl=18
~MeE= Ares=

Hiniraun
WEE.BBZEZ0Z NSYE.ZEMGEE .

Haxirmur
W=O.EBZEZEL N=EX:NOZGEEE .

Entdo, x, =568 e x3=9,68.

Tarefa 14 . 1 .
sin x — —sin (2x) o
. f(%) . 2 0
1.1. lim —=== 1 =
x—0g (x) x—0

2o



1.2.

1.3.

1 .
sin x Esm (2x)

= lim - =

x—0 X X

= lim | cos?(% sm(2x)
x—0 2

o) T

também%—»Oer—»O.

2
—1—1><1><§—0

Nota: Quando x — 0,

Se a reta tangente ao grafico de g no ponto P, de abcissa
a pertencente ao intervalo 10, n[, é paralela aretay=2x,
entdo, sabe-se que g'(a)=2.

1

g'(x):<2tg <;>>:2Xm522<’2f>:<m5,:(’2‘>

g@=2na€ll, 1l &

2) 2
<:><c05<i>=ﬁ\/cos<i>=—ﬁ>/\aE]0,n[<:>
2 2 2 2
a m m
(:)E_Z+k§ k€EZAa€]l, nl &
T T
@3—5 +kn, kEZANaE], TC[<:>E)=§

A abcissa do ponto P é g e a sua ordenada é g(%) =2.

- b
Entao, P(E , 2> .

f'(x) = <sin X —%sin (2x)> =Ccos X — % X 2 cos (2x) =
=cos x — cos (2x)

" (x) = (cos X — cos (2x))' =—sinx— (— 2 sin (Zx)) =
=—sinx+ 2sin (2x)

f"(x)=0 < —sinx+2sin (2x) =0
& —sinx+4sinxcosx=0

& sinx(-1+4cosx)=0 & sinx=0\/cosx=%

Se B é aabcissa do ponto A e corresponde ao menor dos
zeros positivos da funcao ", entdo sabe-se que

cosﬁ=%/\[36}0, g{

N
N =

2
sinB+cos’B=1 < sin*B+ > =1 < sinQﬁ:%

V15

= sinﬁ:T\/sinB:—

=5
ol

Como .BE}U . g[ conclui-se que sinﬂ:@_

Entao, f(ﬁ):sinﬁ—%sin(Zﬁ):sinﬁ—%XZSinﬁcosﬁ:

1.4.1. BD=sino e OD=cos o .

1.4.2.

2.1.

2.2.

ABxCD 2sinax(cosa+1)
Avgey = 2 = 2 =

_2sinacosa+2sina _ sin (20)

2 = 2 +sino

sin (2a) + f (&) = sin (2a) + sin « —%sin (2a) =

_ sin (20)

+sino
2

Entdo, Ayge =sin (20) +f () .

Seja A a funcao que, para cada valor de o,
area do triangulo [ABC].

() = (sinéZa) e a)l _2 c052(2a)

representa a

+cosa=

=cos (2a) + cos

A'(a) =0 & cos (20) + cosa =0 < cos (20) =— cos
< cos (20) = cos (n — &)
& 2o0=n-o+2knV 200=—n+a+2kn, kKEZ

E+2ﬂ\/oc——n+2krc keZ

=
=373

Como aE}D, %{, conclui-se que a=g.

T
0 2

o|wl|a

+

Al |a

DI

A area do tridngulo [ABC]

. Lo n
e maxima quando o= §

/T~
a

(n sin (x) + n cos (x))' =n cos (X) — nsin (x)

f'(x) =
' (x) = (n cos (x) — nsin (x))' =—nsin (x) — n cos (x)
Logo,

7 (x) = ' (x)

=—2ncos (x) .

=-nsin (x) — ncos (x) — (n cos (x) — nsin (x)) =

Afuncdo h é definida por h (x) =— 2n cos (x) .

h(0)=—3 < -2ncos(0)=-3 <= -2n=-3 & n=%
Entao, sabe-se que h (x) =— 3 cos (x) .

Seja t a reta tangente ao gréfico da funcdo h no ponto de
abcissa %

Areta t pode ser definida por y—h <%> =h' <§> <x - 5) .

h T =—3cos r =0
(5)--2e:(3)
h'(x) = (- 3 cos (x))' = 3 sin (), logo h(z 35in<%):3.

Areta t é definida pory—0:3<x—%> & y=3x-—.

Proposta 1

f(x) =
PR 2x:z+2kn\/2x:n—%+2kn, kEZ

— & sin(2X) == <& sin(2x) = sm%

= x:i+knv)(:5—n+kn, keZ

12 12
5t
Se k=0, entaox—ﬁVx 1
- 13w 17n
Se k—1,entaox—ﬁ\/x—ﬁ.

A opcao correta é a (A).
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Proposta 2
AP=2sin6 e OA=2cos@
2
Asombreada=n>;2 —4cos@x2sinf=2n—-8cosBsinb

A opcéo correta é a (C).

Proposta 3
Como f é uma funcao impar, sabe-se que
fl=x)==f(x),Vx€ED,.

Sendo f uma funcao periédica de periodo positivo minimo

23—n,tem—se f<x+23—n>=f(x),vxegf_

- 1n 1n 3n  8n
Fntao. f(‘ﬁ)“*(ﬁ)‘*(ﬁﬁ)-
n 2% b3
“*(Z+?>“f(z)
Pag. 165

Proposta 4

A opcéo correta é a (A) pois, nesse caso, tem-se que

g<x+%>:g(x).

Proposta 5
0 periodo positivo minimo de f é 4 porque:
f(x+4)=V/3-1tg (0,257 (x + 4)) = V/3 — tg (0,25nx + ) =
=1/3 —tg (0,257x) = f (x) , V x € D,

4 . A opcdo correta é a (B).

A opcao correta é a (B).

Proposta 6

1. 0 contradominio da funcdo f é o intervalo [-1, 1], logo
conclui-se que a funcdo f corresponde ao graficollea g
corresponde ao I.

2. -1<cos(2X) <1 &= 2-1<2+cos(2x)<2+1

& 1<g(x)<3.

Entdo, D,=1[1, 3].
g(x)=3 < 2+cos(2x)=3 < cos (2x) =1
& Xx=2kn, k€EZ < x=kn, k€ Z

Entdo a=-m.

Minimizantes da funcao f: x =—%+ 2kn, k€ Z;

logo conclui-se que b =- g

g(x)=2 < 2+cos(2x)=2 < cos (2x)=0

=N 2x:%+kn, kEZ & x:%ﬂ%‘, kez
- b

Se k=0, entao X:Z.

Se k=1, entao x=37n.

Se k=2, entao x=57n.

. 5t
Logo, conclui-se que ¢ = w

g (x)=f(x) & 2+ cos(2x) =sinx

< 24 cos’x —sin’x = sin x

TEMA3

< 2+ 1-sinx-sinx-sinx=0
<& —2sin?x—-sinx+3=0

= sinx:—%Vsinx:1 P x:g+2kn, kEZ

—
eg. impossivel

Se k=0,entéox=g. Se k=1, entao x=57n.

Logo, conclui-se que d = 5711

Proposta 7

5, . (=t\ 5 . (=t
1. g(t)—§+5|n<§>—5+sm<§+2n>—
5, . (=
:§+sm<§(t+16)>=g(t+16),VtEIR

Logo, 16 é o periodo positivo minimo de g.

2. g(t)=2<:>E+sin<n—t>=2<:>sin<%t>=—l

2 8 2
& sin (%)zsin (— %)
%t:—%+2knv%t:7—£+2kn, kEZ
= t=—%+16k\/t:23—8+16k, keZ
Como t€[0, 16], conclui-se que t:23—8vt:43—4.

3. Sabe-se que g é uma funcao periddica de periodo positivo
minimo 16 e que a equacao g(t) =2 tem duas solucdes no
intervalo [0, 16].

2016
16

g(t)=2 tem 252 solucdes (126 x 2) pertencentes ao inter-
valo [0, 2016].

Proposta 8
1. AD'=42+12 < AD =17 < AD=\/17
BC'=5-42 <> BC =9 <> BC=3

Entao, como =126, conclui-se que a equacao

cos (B — @) = cos ff cos o + sin Bsin o=

_b 4038 1 16 3 19
S V17 5 V1T 517 517 517
s_1r 1
tgf-tga 4L 4 2 8
2. tgB-o)= = -t _°
9(p-0a) 1+tgftgo 1+9Xl 19 19
4 4 1
3 sin (0 +8) =sin (n - (B - o)) =sin (B-0a) =
=sin/3cosoc—cosﬂsina=§xi—£xL=L
5 V17 5 V1T 517

Proposta 9
1. d(t)=12-2cos (%t)

2.1. Afuncdo d é periddica de periodo positivo minimo igual a
12 e contradominio [10, 14].

Assim sendo, até se registar a preia-mar decorreram 12
horas e o ponto do casco da embarcacao em observacao
encontra-sea 10 m do fundo.

2.2. Prevé-se uma preia-mar de 12 em 12 horas porque 12 é
o periodo positivo minimo da funcao d.



23. d(t) >

1256 &< telt, t].

Para encontrar os valores pedidos pode recorrer-se a calcula-
dora gréafica, com a sequinte sequéncia de procedimentos:

I THOO Flobl Flotz Flots
Amin=A SM1B12-Z2oos OmsBaE
mmax=12
necl=2 \92512 5
Vmin=2 wMa=
Ymax=16 sMy=
YVeool=2 “Me=
Hres=1 A M=

AN

L3
FHEZEBZ? N=iE .

Inkerseckion

w=B.Fi74iEZ W=1zE .

Conclui-se, entao, que t; = 3,48
e t,=852.

Areta t é definida por:

Proposta 10
1. D=R

3. f(x)=18 < 16—4cos(3x) =18 < cos(3x) =——

& cos (3x) = cos (n - 5) & cos (3x) = cos <2n>

2. 0 periodo positivo minimo da funcao é 23—n

1
2

3

= 3X:2—n+2kn\/3X:4—n+2kn, kez

14:—6\/(x——><:>y=—6\/§x+10 S+ 4.
Proposta 11
1.1. cos@::@cos@—é@iv: !
ov cos 0
Psem\c\rcunieréncla = 2n2>< 1 = Tc
Logo, P(O)=m+2x——= 2
go. B 0 cos 0
AV _
1.2. tg9=—<:»tge=T<:)A =tg o
nx1? n
Asemicircutc = T = 5
_m 2Xtgl m
Logo,A(e)—2+ > —2+tg0.
2. PO=n+3 & n+ =n1+3 & z__
7] cos 6
<:>§=c059
1
1+tg?6= 1+tg?6= 1+tg?0=
+tg” 0 o ~ 1+tg°0= Z) & 1+tg?0=
3
5 V5 V5
29== ===V =— =
tg“ 0 4<:>tg@ 5 tg 0 >
T . 5
Como 6 € |0, ik conclui-se que tgG=T.
Entao, A (6) = g §=n+2\/g.

3.1. D,={x€ER: cosx¢0}={x€|R: x¢g+kn, kEZ}

3 3

2t 2km 4 2km
<:>X—7+T\/X—7 3 kEZ
- 1<cos(Bx) <1 <& 4> —4cos (2x)

//\\V

<
20> 16—4eos(20)>12 & 12<F(x)< 16

Entio, D;=[12, 16]. f() =12 Ax€EI[0, 2xl
< 16-4bcos(3x)=12 Ax €0, 2n]

& cos(3x)=1Ax€[0, 2n]

& 3x=2kn, kKEZAXEI[D, 2n]

<:>X=2an, kEZAxEID, 2n]
2t 4T
<:>x€{0,? 3 , 21

Seja t areta tangente ao grafico da funcao f no ponto de

abcissa % Areta t pode ser definida por:

5m 51 5t
=15 (F -5
5t 51 5t
f(7>7 16—4cos(3><7>7 16—4cos(?>7

1
=16 — 4cos<2n—§>—16 4cos<3>—16 4><§ 14

f(x) = (16 — 4 cos (3x))' = 12 sin (3x) , logo:

[ 5m) . 5m) _ - (5m\ _ AN
f<7>_125|n<3>< 9>_125|n<3>_ 125|n(3>7

:—12x§=—6\/§ )

3.2.

Seja t aretatangente ao grafico da funcao f no ponto de
. b1
abcissa —.
3

Areta t pode ser definida por y — f<g> = f<§> (x - g) .

:n+£:n+4

2

o ) '_0—2(—sinx)_25inx
Fe) —(n+ ) B cos’x  cos’x’ logo

f< )—7— 2 _4V3.
«(5) (3
3 2
Areta t é definida por:
y—(n+4)= 4\/7<x—7>¢>y=4\/§x—4\/§n+n+4.

Proposta 12

1
.(X)_<1>'_0_cos2x__ 1 B
9= tgx) tg’x tg?xcos’x

= ! = — 12 A opcdo correta é a (D).
sin’x
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Proposta 13

O ponto P parte de A e a medida que descreve o 1.° quarto
de circunferéncia, a distancia de Q@ a M vai diminuindo

. . b
até serigual a zero (quando XZ? .

A medida que P descreve o0 2.° quarto de circunferéncia, a
distancia de @ a M vai aumentando.

Na outra metade do percurso a funcdo tem o mesmo com-
portamento que o descrito anteriormente.

A opcéo correta é a (C).

Proposta 14

1.

+n>_tg<3 (x+3)>_ f(x+3),

YV x € D
Logo, 3 é o periodo positivo minimo da funcao f porque
fx+3)=f(x),VxED,.

O ponto A tem abcissa 1 e pertence ao grafico de f, logo

A1, F(1).
E):\/ﬁ, entdo A(1, V/3).

Como f(1) :tg<3

0 ponto B tem a mesma ordenada do ponto A e pertence
areta s.

Di=ix€ER: — kn, kEZ
{x 3 X I > + kmt, }
:[XElR: x¢%+3k, kEZ]
As assintotas verticais do grafico de f sao as retas de
equacoes x=%+3k, keZ.
Areta r é definida por x=% ea s por x=%.

Entao, conclui-se que B<%

Areta t é tangente ao gréfico da funcao f no ponto A de
abcissa 1.

Areta t pode ser definida por y —\/3 =1 (1) (x—1).

ki
\ x| 3 T
Fl = <tg (?)) - ) nx)’ logo
cos? ?> 3 cos? <?>
T bd 4T

Fly=—F =T 5T
3 cos? (g) 3(%) 3

Areta t é definida por:

y- \f—f(x—”@y—%’tX—f V3.

Proposta 15

1.1.

Sendo a = r

L as coordenadas do ponto P sao

\f\f>

(cosE sin£> ou seja, P(
4 o) s 2
Como R pertence ao eixo Oy e tem a mesma ordenada do

)

ponto P, entao R(O, >

1.2.

3.1.

3.2

TEMA3

109

Como o triangulo [RPQ] é equilatero, conclui-se que o

2
ponto @ tem abcissa -

A altura do triangulo [RPQ] é dada por g x tg (%) ou

seja, éi uala—6
ja, elig i

VI, Ve

Logo, a ordenada do ponto Q é ——

(2220

4

2\ﬁ+\/z.

4

Entdo, Q

V2 V12

NES

2" 8 _2V3_\3
Ar =5 = " Te T g
V3
cos o X 2 X cosa 3 cos? o
Ale)= 2 T

Nota: A altura de um triangulo equilatero de lado a é igual

V3

a —(/a.

2
\f \Fcosrx\f

1
A(o) = — ——<:>cosa “

1 1
&~ cosao=—Vcoso=——
2 2

Como aE{O, %{ conclui-se que a:g.

0 perimetro do triangulo [RPQ] é dado, em funcdo de «,

por P(a)=3cos .
2
—3\2[ =

32

P(a)——<:>3 osa=—-

= a=z+2kn\/a=—%+2kn, keZ

Como aE[O, %{ conclui-se que oc=%.

A'(a)=<@)l=$x2cosa(—sina)=
:—gsin(Z(x)

3
8y +13x=0 & y=- %x As retas tangentes ao grafico

de A que sao paralelas a reta dada tém declive — T:g
A' () =—% = —?sin (2ax) =—% & sin (20) =%

PR 2a:%+2knv2a=n—%+2kn, kEZ

T 5n
S oa=—+knVa=—

1 12+k‘rt,k€Z

IRV

b )
Como 0:6{0, 5{, conclui-se que o = 12 1

Proposta 16

f'(x) = (sin? (3x))' = 2 sin (3x) 3 cos (3x) = 3 sin (6x)

Amy h

:3sin<%>:3><$:—\f

A opcao correta é a (D).
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Proposta 17

Mudanca de varidvel: Fazendo %= y, vem x = %

Se x — 400, entdo y — 0.

A opcdo correta é a (B).

Proposta 18

Proposta 19

1.

Proposta 20

1.

lim 1—cosx ﬁ im (1 —cosx)(1+cosx)
x—0  3x2  x—0  3x*(1+cosx)
- lim 1-cos’x sin? x B
" x—03x2(1+cosx) x—03x*(1+cosx)
_Um<sinxxsinx>< ! >—1><‘I><l—l
Tx—o\ X x " 3(1+cosx)) 6 6
A opcao correta ¢ a (A).
. . 0 .
im e _ lim X8I0 (29 o lim <1 _sin (2x) “ 2>=
x—0 X x—0 X x—0 2x
=1-1x2=-1
Nota: Quando x — 0, também 2x — 0.
A opcao correta é a (C).
f(x)—f<£>
lim 72:f'<£>=£—sin<2x£>:
x—»% X—E 2 2 2
=5" sin (m) =% A opcao correta é a (B).
. sin(2x) 8 . <sin (2x) 2)_ 2 2
A e M\ T *5)7 %57
Nota: Quando x — 0, também 2x — 0.
sin (x)
0
2x —t 0 i
lim 27190 8 g0 |y SN0
x—0 X x—0 X x—0 x cos (x)
=2 lim <S'”(")x ! ):2—1 x1=1
x—0\ X cos (x)
. 1-cos(2x) § . 1-cos? (x) + sin® (x)
li 5 = lim o =
x—0 X x—0 X
-, . .
= tim 250 g iy (5'”(X) x S'”(X)>:2x1 x1=2
x—0 X x—0 X X
. . 0 .
lim sin x cos (3x) + cos x sin (3x) 2 lim sin (x + 3x) _
x—0 2x x—0 2x
in (4
= lim (S'"( ) ><2>:1 x2=2
x—0 4x
0 X
lim SN2V 0 fsin@) 2 2 4oy
0 sin<£> 2 sin 1) 1
2 2 2

Nota: Quando x — 0, também 2x — 0 e % — 0.

6.

10.

1.

12.

. sin(x—23)
A x*=9

.~ (siny 1 1T 1
-1 EPIR
y'—rf?l< y Xy+6> 7%

Fazendo x—-3=y, vem x=y+3.

- sin(x-3) im siny
x—3 (x=3) (x+3)  y—0y(y+3+3)

llelo

Mudanca de variavel:

Se x — 3, entao y — 0.

sin<x7£>

) 6 _siny (siny 1) 1 1
lim. ——— 22— im—2L = | )= x—=—
T g ey ey )T 6T

Mudanca de varidvel: Fazendo x—%=y, vem x=y+%.

Sex—»%, entao y — 0.

Mudanca de variavel: Fazendo %: y, vem x =% .

Se x — +o0o, entao y — 0.

e 1 ) e -1
14 2 A\ 1
lim —— =2 lim — =2 - =2x—=2
x—0 sinx x—0 sinx . <5|n x> 1
lim
X x—0 X
Nota: Quando x — 0, também 2x — 0.
) ln (x+ 1) lim (ln (x+ 1))
im ln(x+‘|)§Lim X _lxx_m X 3
x—0 sin(2x)  x—0_ sin(2x) 2 _(sin(20)
2 X lim (—————
2x x—0 2x
:%x%:% Nota: Quando x — 0, também 2x — 0.
0
lim T—cosx o lim (1 —cosx) (1 +cosx) _

x—0 xsinx x—0 xsinx (1 + cos x)

. 1 —cos?x sin? x

=Xlﬂw0 x sin x (1 + cos x) :xllpﬂ x sin x (1 + cos x) -
= lim —SINX___ :um<5i”x71 ):1xl=l
x—=0x(1+cosx) x—0\ X 1+ cosx 2 2
i, 1=V cos §
x—7 cos X
—lim (17\/17cosx)(1+\/17cosx)=
=7 cosx (1+V/1=cosx)
- lim, 1—(1—-cosx) _
*—7 cos x (1 +m)
COS X 1 1

= lim = lim -

=7 cos x (1 +V/1 = cos x) =71 4+V/1 “cosx 2

Proposta 21

1.

3sin{=]-3 ¢
F(m) = tim =@ S
X—T X—T X—T X —
35in<y )—3 sin<%+%>—1
lim =31 -
y—0 y—0 y

©I0)1pg 03104 ® TIIDTIVINAN



NEMAI12CPR2 @ Porto Editora

in(¥ in(¥
sm(2>><1>< sm<2> 1
2

=—3x1x=x0=0

y 2
1 Z
+ Cos <2>

Mudanca de varidvel: Fazendo x—mt=y, vemx=y+m.

N[

Se x — m, entao y — 0.

lloe

— lim X+ sin (2x) —
x—0 X

9'(0) = lim
= lim (1 4 SN2
x—0 2x

Nota: Quando x — 0,

g(x)-g(0) _
x—-0

><2>=1+1><2=3

também 2x — 0.

T
x)—h|—+
b ()2 lim ® (2> l xcosx—O%
2) x> ,_m  x=% %
2 2
n T T
<y+§>cos<y+—> (y+5>(—smy)
=lim = lim =
y—0 y y—0 y
o .1 siny __r __r
- i [y 5) < =513

Proposta 22

1.1.

1.2.

1.3.

f(x)=0 < sinx+sinxcosx=0 < sinx(1+cosx)=0
& sinx=0Vcosx=—1<¢ x=kn, kKEZ
& x=knVx=n+2kn, KEZ < x=kn, kKEZ

f (- x) =sin (- x) + sin (- x) cos (— x) =—sin x + (— sin x) cos x =
=~ F(x)

f € uma funcdo impar porque f(-x) =—

— (sin x + sin x cos x)
f(x),Vx€D.

tg (157 + b) = %Abe]“ 3“[

2" 2

g/\be}" 3“{

& tg (b) = . 5

TE3TE|:
2" 2

3
ik

1 3\ 1 25 1
1+ tg? b—752b<:>1+<7> cosb<:> = o’

<& cos? b—2—<:>cosb l \/cosb—— l

= cosb—%Vcosb———

Como tg(b)>0/\b€}

conclui-se que b € }n

Como b € }n , 3%[ conclui-se que cos b =-— %

sinb 3 4
tgb= osh <:>S|nb—tgb><cosb<:>smb—z (—)

. 3
& sinh=->
sin 5

2.1.

TEMA3

Entao, f(b)=sinb+sinbcosb=—%+< g>><< £>=
3,123

5725 25

0 ponto B tem coordenadas (cos o, sin@).
A amplitude, em radianos, do angulo 0BC éiguala «.
Logo, BC=2cos .

2+2cosa

Ausco = > xsina=(1+cosa)xsina

=sino+sinocos o =f(x)

(o) =
=C0S o + COS X COS ¢ + Sin ¢ (— sin &) =

(sino+sinacos o) =

=cos & + cos? & — sin? & = cos & + cos (201)

f'(a) =
<& cos (2a) = cos (T — @)

0 < cosa+cos (20) =0 <= cos (20) =—cos a

& 20=n—-o0+2knV200=—n+a+2kn, kKEZ
2km

= a7§+TVa——n+2kn keZ

Como aE}O, g{ conclui-se que a=§.

T T
@ |0 3 2
A + 0 -

T A drea do trapézio é
A / A(§> N maxima quando a:g.

Proposta 23

1.

g

d

4.

Lo

(sin?x cos x)' = 2 sin x cos x €os X + sin? x (~ sin x) =

f'(x) =

=2sinxcos?x —sin®x

£ _< cos (x?) )'_ — 2xsin (x3) (1 + cos x) — (- sin x) cos (x?)
“\l+cosx/ (1 + cos x)?
— 2x sin (x*) (1 + cos x) + sin x cos (x?)
(1 + cos x)?

reo=(an(g) (5] 3 (3)- () on(E) -
“zesle)rend

f(x) = (sin* x — sin (x%))" = 2 sin x cos x — 2x cos (x%) =
=sin (2x) — 2x cos (x?)

f(x) = (cos x €)' =— sin x e"* + cos x cos x e*"* =
=e""* (= sin x + cos’x)

f'(X)=(_ sin x >:
sin X + Cos X

_ cos x (sin x + cos x) — sin x (cos x — sin X)

(sin x + cos x)?

_ sin X cos X + cos® X — sin x cos X + sin’x _

B (sin x + cos x)? B
1 1

T sin?x+2sinxcosx+cos’x 1+ sin (2x)

Proposta 24

1.

tga+sina

f(a) = 2

X (1-cosa)=



tg oo + sin a — tg o cos o — sin « cos o

2
tga+sina—sinoa—sinacoso  tgo —sinacos o
2 2
sin .
—-sinacosa . . )
_cosa _sina —sin o cos® o
2 2cosa

sina(1—cos’a) sina(sina) sina

- 2 cos a © 2cosa 2cosa

2. A funcdo f é continua em }0, %{ , em particular é conti-

nuaem[ﬁ E]
4" 3]

T 1 8
2C0s— 2x—
%2
- . , T T T 1 b4

Como a funcédo f é continua em {Z,g} e f<z><§< f<§>,
entao, pelo Teorema de Bolzano, conclui-se que

T T 1 . .
Elae}z,g[. f(a)-i . Assim, existe um valor

T T . |
ae}z, 5{ para o qual a area do trapézio é 9

3 f.(a):<sin3a>'=
' 2coso

_8sin"acosax2cosa—sin’o(-2sina)
B (2 cos a)? -

_Zsinza(3cosacosa+sin(xsina) :

(2 cos a)?

_ 25sin” o (3 cos’ ot + sin” )
(2 cos @)?

Como th}O, g{

f'(o) > 0. Logo, a funcao f é estritamente crescente.

Proposta 25

1.1.1. lim f(x) = lim (1 +S'”(2X)>: lim (1 4 5in (29 ><2>:
x—0~ x—0~ X x—0~ 2X
=1+1x2=3 Nota: Quando x — 0, também 2x — 0.
A ordenada do ponto A éiguala 3.

k cos 0 k

1.1.2. f(0) =1 — =1 —=1 k=3

© = 2+ cos0 < 3 At

Para saber qual é a abcissa do ponto B, temos de determi-
nar a expressao geral dos zeros da funcao quando k>0.

3 cos x
2 + cos x

& cosx=0 & X=%+kn, kez

f(x)=0 < =0 < 3cosx=0Acosx#-2

A abcissa do ponto B éigual a 3775

2. 0 Unico ponto onde a funcdo podera nao ser continua é o
ponto de abcissa 0.
kcosx kK

. . k.
Jim, £ = lim, =2 =2, f(0)=7 e lim f()=3.

f é continuaem x=0 se Lina+ f(x)= lin[} f(x)=1£(0).

Entao, tem-se §= 3 & k=9.

3. lm f(= lm <1+L(2X)>:1+0:1
X— —00 X—» —00 X

Sabe-se que —1<sin(2X) <1, VXER.

—1 _ sin(2x
Quando x tende para —oo, tem-se — > (29 >l.
X X X
Como lim —= i —=0 , necessariamente
x——oco X X——oco X

. sin (2x _ N , .
lim #: 0. Entao, a reta de equacao y=1 ¢ assin-
X—» —00

tota horizontal do gréfico de qualquer funcao da familia.

Proposta 26

1. Os pontos B e C correspondem a extremos relativos da
funcao.

ff(x)=(x—2cosx)'=1-2(sinx)=1+2sinx

f(x)=0Ax€I[0, 2n] < 1+2sinx=0Ax€I[0, 2n]

<ﬁsinx:—i/\x€[0,2n]<ﬁx:7—Tth:11—Tt
2 6 6
Vars 11m
X 0 T T 21
£+ | + 0 - 0 + +
fFl-2|/ %’H\ﬁ \ ”T"—\E S w2

Conclui-se entao que

(2. 22 va) o ofL1E, 11x_y5)

6 6

2. A funcdo f é continuaem [0, «].
f0)=—2 e f(n)=n+2=514

Como f é continuaem [0, n] e f(0) <4 <f(n), pelo Teo-
rema de Bolzano conclui-se que a equacdo f(x) =4 tem,
pelo menos, uma solucao no intervalo 10, =n[.

Logo, também podemos afirmar que tem, pelo menos, uma
solucdoem [0, w].

Sendo a funcdo estritamente crescente no intervalo [0, «],
entdo a solucdo da equacao é unica.

3. (X)=(1+2sinx))=2cosx
f"x)=0Ax€[0, 1] < 2cosx=0Ax€EI[0, nl
& cosx=0AXx€EI0, 1l & x=%

b
X 0 ) T
o + + 0 - -
T
f -2 ~— 5 R n+2
. . . [ =
As coordenadas do ponto de inflexao sao (5, E)'

Proposta 27

1. A area da regido colorida da figura representada é dada por

A(n)fA<g>.
w5 )l )
S A AT
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x))} 2ein @X%“’s @

I B

1 .
_ 2°" ) 0,5 sin (x)

B .25: '21.
1+ sin <2> 1+ sin <2>

Proposta 28

g'(X) = (mx + tg x) :n+c052x

17\ 0-1x2cosx (- sinx)
" (x) = =0 =
9" () (n * s x) * cos’ x
_2sinxcosx _ sin (2x)
T costx  cos‘x

Proposta 29

(fog) (x) = f(g (x)) =f(1+sinx)=1In(1+sinx)

Cin .\ cosx
(Fog)' (x) = (In (1 + sin x)) =Ty
win [ cosx Y —sinx(1+sinx)—cosxcosx
(fo9) (X)‘<1 T sin x)_ (1 +sinx)? -
_ —sinx—sin?x —cos?x _ —sinx—(sin’x + cos’x) _
(1 + sin x)? (1 + sin x)? B
_—sinx—1 _—(sinx+1) -1
T(T+sinx)? T (1+sinx)? 1 +sinx'VXEDf°9
Proposta 30
1. £ (x) = (cos? (2x))' = 2 cos (2x) (= 2 sin (2x)) =

=—2 X 2sin (2x) cos (2x) = — 2 sin (4x)

£ (x) = (- 2 sin (4x)) = — 2 x 4 cos (4x) = — 8 cos (4x)
f*x)=0Ax€EI[0, n] & —8cos(4x)=0AXx€E[0, 7]
< cos(bx)=0Ax€[0, nl

= 4x=%+kn, keEZAXEI,

<:>x=%+k7n,k€Z/\x€[O,n]
T 3n 5t n
<:>x—§Vx—?\/x—?Vx—?
ol [E[ [=] [&=] [=
8 8 8 8 r
f -/=-]0|+|O0| -0+ |0]|—- |-
f 1/\1\/l/\l\/l/\1
2 2 2 2

Os pontos de inflexao do grafico que pertencema [0, =]
s30; (E 1) (iﬂ 1) (51 1) . (Lﬂ 1)
“\8'2)'\8"2)"\8"2 8" 2)

Se as retas tangentes ao grafico nesses pontos sdo perpen-
diculares ao eixo das ordenadas entdo o seu declive é nulo.

g'(x) :<cosx—%sin (2x)> =-sin x—%x 2 cos (2x) =

=—sin x — cos (2x)
g(x)=0Ax€E€I0, 2n]
< —sinx—cos (2X)=0AXx€E [0, 2n]

NEMA12CPR2 - FO8

TEMA3

& cos(2x)=-sinx Ax€ [0, 2x]
& cos (2x):cos<g+x>/\x€[0, 2]

= (2x=%+x+2kn V2X:—g—x+2kn, kez>

A x€[0, 2n]
T T 2km
= x:§+ 2km VX:_Z+T' kEZ|Ax€EID, 2n]
T Vi 11n
<:>X—§VX—?VX—T

As coordenadas dos pontos pedidos sao:

o) (220 (228

6 4

Proposta 31

1.

f,(x):<2 sin x >'_cosx(2—cosx)—5inxsinx_

—cosx/) (2 - cos x)?
_2cosx—cos’x—sin’x _—1+2cosx
(2 - cos x)? "~ (2-cosx)?
FR)=0AXED, ol & 172X _gAyxelo, al
(2 — cos x)
= cosx:%/\XE]O, [ & x:%

A funcdo f é crescente

em }O, %[ e decres-

&
0 —_
V3N

3

f' +

‘e

w

cente em }E n{
3 .

3
Tem maximo absoluto igual a =3 para x =z

7
" — 14 2cosx
f (X):<(2—cosx)z> -
_—2sinx(2-cosx)’—(-1+2cosx)x2(2-cosx)sinx _
(2 — cos x)*
_ —2sinx(2-cosx) [(2—cosx)+(—1 +2cosx)] 3
(2 - cos x)*
= 2sinx (1 + cos x)
(2 - cos x)°

0 grafico da funcao f nao tem pontos de inflexao porque a
funcdo " é sempre negativaem 10, =l .

Proposta 32

1.

f(x)=g(x) < 1+sin(2x)=1-cos x
& 2sinxcosx+cosx=0 ¢ cosx(2sinx+1)=0



[t cosx:OVsinx:—%

= x:%+anx:%+2anx:”Tn+2kn, keZ

T Tn 1n
Se k=0 tem-se x_§Vx_TvX_T.

3n 197 231
Se k=1 tem-se x77Vx_T\/x_T.

O ponto P tem abcissa Leo ponto Q tem abcissa %

f<5>:1+sin(n)=1 e

2
n . (T (= \/5 2+\/§
f<7>—1+sm<?>—1+sm<§—1+T— 7
- T n 2+\ﬁ>
Entao, P(E' 1> e Q(T, 5 .
£(x) = (1 +sin (2x))' = 2 cos (2x)
" (x) = (2 cos (2x))' =—4sin (2x)
f"(x)=0 < —4sin(2x)=0 < sin(2x) =0
<:>2x:kn,k€Z<:>x:k7n,k€Z
T
X 0 ) b
f 0 - 0 + 0
f 1 ~ 1 ~— 1

0 ponto P é um ponto de inflexdo do grafico da funcao f.
g'(xX)=(1-cosx) =sinx e g"(x) =(sinx)' = cos x

g"()=0 & cosx=0 & x=g+kn, kez

_x 3 3
X - 2 2 o
g 0 + 0 - 0
g 1 ~—r 1 ~ 1

0 ponto P também é um ponto de inflexdo do gréfico da
funcao g.

A regiao colorida, incluindo a fronteira, é definida pela
seguinte condicao:
n

y>1+sin(2x)/\y<1—cosx/\%<x<?

Se as retas tangentes ao grafico de f nesses pontos sao
paralelas a bissetriz dos quadrantes pares, entdo o seu
declive éiguala — 1.

fFx)=—1AXx€EI[0, ntl & 2cos(2x)=—-1Ax€EI[0, 7l

= cos(2x):—%/\x€[0, 7]

= <2x=2?n+2knv2x=%t+2kn, kGZ)/\xE[O, ]

= <x:%+kn\/x=23—n+kn, kEZ>/\x€[O, 7l

T 2n
(== x—§Vx—?
T . (2n V3 2+V3
f(§>—1+5|n<?>—1+—— 7

3
2
2n (4n V3 2-V3
f(?>_1+sm<?>_‘l - =

2.1.

2.2.

Assim, os pontos pedidos tém de coordenadas

(5257 e ol 557)

3’ 2 3 2

Proposta 33
1.

' (x) =(2 sinx—%sin (2x)> =2 cosx—%x 2 cos (2x) =
=2 cos x — cos (2x)
£ (x) = (2 cos x — cos (2x))' =—2sinx + 2 sin (2x)

() =0Ax€EI0, 2n]

& —2sinx+2sin(2x)=0Ax €0, 2n]

& sin (2x) =sinx Ax € [0, 2n]

& (2x=x+2knV 2x=n—-x+2kn, kKEZ) A
Ax €0, 2n]

= (x: 2k1th:%+23ﬂ, kEZ)/\xE[O, 2m]

= X:UVx=ng=n\/x:53—an=2ﬂ:

T 5
x| 0 3 - ?" on
o + 0 - o] + 0 - |o
g | 0|~ 3V3 —~| 0 |~ _3% ~—~ 0
4 A

As abcissas dos pontos de inflexdo do gréfico de f sdo
LI
3’ 3

2sin 6 (2 — cos H)

Avser = 7 =2sinf —sin@cosH=

:25in6—1§sin (26) = £ (0)

Pretende-se determinar graficamente as solucoes da equa-
cao f()=2, emque O €10, =nl.

Recorrendo as capacidades graficas da calculadora, pro-
cede-se da seguinte forma:

Flokl Flotz Flok: W IHOOL
SMiEZsintHi-1-22 Aamin=g
intZA Amax=3. 1415926,
=N wecl=1.57A7I63,
sMes Ymin=Q
wMy= Ymax=3
=Me= Vacl=1
“NE= nhes=
Inttré
H=i EP0FORT L=z
P
Inkskseckinn
¥zz zE0zul _v=z

Conclui-se, entao, que

O=16radVO=23rad.
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PARA AVALIAR1
Parte 1 - Questodes de escolha multipla

1.

sin (3x)
. sin (3x) . X 31
Xllno T =2 & Xl@g o x; =-2
kx
1.3 3 3
<:>T ;—*2@;—*2@!{—*5

A opcao correta é a (B).

f'(x)=<§—sinx> =%—cosx

o éum zero da funcao f'; entdo, sabe-se que

%—cosa=0 = cosa:%.

2
sinfa+cos’a=1 < sin2a+<%> =1

., 8 . 2V/2
&< sin“fa=— < siho=——

9 ohoo0 3 A opcao correta é a (A).

A ordenada do ponto P é dada por sin (% + a).

sin<E+a>—sin£cosa+cos£sina—lcosa+ﬁsina
6 B ) 6 2 2

A opcao correta é a (D).

A opcao correta é a (B).
Sendo f(x) = x + sin’x, entdo:
f(x) = (x+sin?x)" =1+ 2sinxcos x =1+ sin (2x)

£ (x) = (1 + sin (2x)) = 2 cos (2x) .

0 Unico ponto onde a funcdo f podera ser descontinua é o
ponto de abcissa g

lim,- f(x) = lim£,<cos<3x—g>+k>:0+k:k e f(%):k.

X— xX—
3

3

siny
L fx)=1 = =
Im’3‘+ ) leg+ - s 3y
. siny 1 1
=1 =—x1=—
3,0 Ty T3 3

Mudanca de varidvel: Fazendo x—%:y, vem x:y+g.

.
Sex—»%,entéoy—»[]*.

f é continua em x =~ se limg— f(x)= limg+ f(x)= f<£>.
3 x—7 x—7 3

Entao, tem-se k = % . A opcao correta é a (A).

Parte 2 - Questoes de desenvolvimento

1.1.

- 1< sin (4nt) < 1
& -8<8sin(4nt) <8 & 0<|8sin (4nt)| <8
& 0<d(B)<8

1.2.

2.1.

2.2.

3.1.

3.2.

TEMA3

1195

Entdo, D'=1[0, 8].

A maior distancia a que o péndulo se encontra do centro é
de 8cm.

Quando o péndulo passa no centro sabe-se que d(t)=0.
d(t)=0 & |8sin (4nt)| =0 & 8sin (4nt) =0
& sin(4nt) =0 <& 4nt=kn, kKEZ & t:%, kEZ

Ap6s o inicio do movimento, decorreram 0,25 s até o pén-
dulo passar no centro pela primeira vez.

cos<y+%>
limg- £ (x) = limy- ~2>% = lim_
x=7 =7 By v -
2
= im 2 iy 2y
y—0- —y 0y

Mudanca de varidvel: Fazendo x — g =y, vem x=y+ % .

Sex—»%,entéoy—»O’.

limys () = lim,. (e5"®) = e+ ¢ f(5>= el +
x—5 Xx—5 2

f é continuaem x =% se X“_”]r f(x)= X“_”Jy f(x)= f(%) .
2 2

Entdo, tem-se e =1 < 1+k=0 < k=-1.

f _f sinx _ g sin (y+m) _
£y = tim LI &8 @ L
X—T X = x—n X — y—0 y
—siny __ —siny _ —q
= lim & 1=um<e il 9 S'”y>=1x(—1):—1
y—0 y y—0\ —siny y

Mudanca de variavel:
Nota: Quando y — 0, também —siny — 0.
Fazendo x—m=y, vem x=y+m.

Se x — @, entao y — 0.

f(x)=0 < 2sin(2x)=0 < sin(2x) =0

& 2x=kn, kE€EZ & x:l%t, kEZ

A abcissa do ponto R é o menor dos zeros positivos da funcao

T
f, logo R(f' 0).
-1<sin(2X) <1 -2<K2sin(2X) <2 & -2<K<f(x) K2

0 méaximo da funcao f é 2.
f(x)=0 < 2sin(2x) =2 < sin(2x) =1

2x:g+2kn, keZ & x:%+kn, kez

Entao, a abcissa do ponto M ¢é % Assim, M(% 2).

Sendo a=%, entdo a ordenada do ponto P é y,= f<%>=

(T 1
—25|n<z>—2><§—1.

A altura do triangulo [PQM] é dada por y, —y,, ou seja, é

iguala 1.
- , T m 5w
A abcissa do ponto Q ¢ TRRTRETE

St =@ 4Tt
(ﬁ ﬁ)“ 2 x

A A R A
[PQNM] 2 6
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3.3. Ospontos P e Q podem ser escritos em funcdo de « da
seguinte forma:

P(a, 2sin(20)) e 0(%—05, 2 sin (2a)>.
A drea do tridngulo [PQM] é dada, em funcdo de «, por:

I _2a)x(2-2sin (20))
A(oc)=<2 > 2 =<%—2a>><(1—sin (Za))

A expressdo que representa o valor da area do tridngulo
[PQM] éall.
3.4, F(x)=(2sin (2x)) =2 (2 cos (2x)) = 4 cos (2x)
f"(x) = (4 cos (2x))' =4 (— 2 sin (2x)) =—8sin (2x)
LX)+ )+ (x)=2Ax€EI0, nl
< 8sin(2x) +4cos (2x) - 8sin(2X)=2 Ax€ [0, nl
< hcos(2X)=2AXxE0,

= cos(2x)=%/\x6[0, ]

= <2x=%+2kn\/2x=—%+2kn, k€Z>/\xE[O, 7l

= (x:%+anx:—%+kn, kEZ)/\xE[O, ]
b 5n
= X_ZVX_T

46.1. X +9=0 <= X*=—-9 < x=V-9Vx=-\V-9
& x=3iVx=-3i

46.2. ¥*=-8x & xX*+8x=0 & x(*+8)=0
&S x=0Vx'=-8 & x=0Vx=\V-8Vx=-\-8
& x=0Vx=2V2iVx=-2V2i

2+\-4 + 2i
- JEN 2+ 2i

463. -2 +2=0 & x= X =

N

&S x=1+ivx=1-i
Lbh. X —bx=—11 & X —bx+11=0 & x=

6x\-8
2

X=%\/§I — x=3+\/§iVX=3—\/§i

47. z Re (2) Im (2)
3+ 5i 3 5

—3i 0 -3

7 7 0

—-2+i -2 1

8i 0 8

V2 V2 0

-\V3-i| -3 -1

48.1. Re(2)=3AIM@)=-1¢& x-2=3Ay+1=-1
&S x=5Ay=-2

482. Im((2)=0 = y+1=0 < y=-1
z éumnumerorealse xERAy=-1.

48.3. z é um numero imaginario puro se
Re(z)=0AIm(2)#0 < x-2=0Ay+1%0
S x=2Ay#-1

49. 7z representa um ndmero real negativo se
Re(2) <0AIM(2)=0 < k+1<0AK -4=0
S k<-TAK=2Vk=-2) & k=-2

50.1. Sendo z=1-2i, entdo

lz| =V17+ (=27 =1/5 .

50.2. Sendo z=-3+1i, entao

Im (2)
|lz| =V 37+ 17=V10. ; %

50.3. Sendo z=3i, entdo

2| = V0P + 3 =3.
50.4. Sendo z=-3-3i, Im (2)

entdo |z|=V(3) + (= 3)7. b,__.._.3
V18=3V2.

-3-2-10 1Relz

50.5. Sendo z=-5, entdo m (2
2| =V By + 07 =5 . 2

1
E

-5 -4-3-2-10] 1Relz

51.1. 2z,=3+2i, zz=1+43i, z.=-2+4i,
Zp=—2,z;=—2i e z;=2-2i.

51.2.1. |z,|=V32+ 22 =113
51.2.2. |z.|= V(2 + £ =1/20=2\/5
51.2.3. |ze| = V02 + (-2 =2

©10)Ipg 03104 © THdOTIVINAN
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52.1.

52.2.

52.3.

52.4.

52.5.

53.1.

53.2.

53.3.

53.4.

54.1.
54.2.
54.3.
54.4,

55.1.
55.2.
55.3.

56.1.

56.2.

Re(2)=Im(z) < x=y

O lugar geométrico dos afixos dos nimeros complexos z
que satisfazem a condicdo dada é a bissetriz dos quadran-
tes impares.

Im(z)=-Re(2) & y=—x

0 lugar geométrico dos afixos dos numeros complexos z
que satisfazem a condicdo dada é a bissetriz dos quadrantes
pares.

Re(2)=0 < x=0
O lugar geométrico dos afixos dos numeros complexos z
que satisfazem a condicdo dada é o eixo imaginario.

Im@2)=1 & y=1

0 lugar geométrico dos afixos dos nimeros complexos z
que satisfazem a condicdo dada é a reta paralela ao eixo
real e que passa pelo afixo do nimero i.

lz2|=2 & Vi +y’ =2 & X +y’=4

O lugar geométrico dos afixos dos niumeros complexos z
que satisfazem a condicdo dada é a circunferéncia cen-
trada na origem do referencial e de raio 2.

3a+(b-1)i=6-4i < 3a=6Ab-1=-4

&< a=2Ab=-3

a-bi=b+4 & @P=b+4bA-b=0 ¢ a?=4Ab=0
& (@=2Va=-2)Ab=0

@-ai=4b+2 & a¥=bA-a=2

& (@=2Va=-2)ANa=-2 < a=-2
a+(@-b)i=3i <= a=0Aa-b=3 < a=0Ab=-3
-3+i é-3-i.

2-5i é 2+5i.

2i é —2i.

-2é-2.

0 conjugado de
0 conjugado de
0 conjugado de

0 conjugado de

Aimagem geométrica de z é o ponto A.
Aimagem geométricade —z é o ponto B.
Aimagem geométrica de —Zz é o ponto C.

Re (z5) =Re(z,), logo zz=2+yi (y>0).

|zs| =2V5 & V22 +y =2\5 & b+y?=20
S yl=16 & y=4Vy=—14

Entao, zz=2+4i.

3x5 15

A =" =
[ABC] 2 2

Tarefa 15

1.1.

24/2 + 2i

2

:\/§i\2/8—12 o 5o

72-182+3=0 < 7
Pt z:\ﬁ+i\/z:\/§—i

zwz\/§+i e zz=\/§—i, logo z, é o conjugado de z,.

1.2.1.

1.2.2.

2.1.

2.2.

2.3.1.

2.3.2.

2.3.3.

2.4.1

2.4.2.

2.4.3.

57.

58.1.

TEMA3

0P=|z|= VIV2f +12=V3,
00=|z]=VIV2\ + 1 =V3 e PA=2.

P[PUO]ZZ\/§+2

ZX_Z\/Z\@

A[Poa} =

Seja r oraio da circunferéncia representada na figura.

r=lzl=VE27+17=V5
lt]= Vv + V3P =V2+3=15

Aimagem geométrica do niimero complexo t =-\/2 =\/3i é
um ponto da circunferéncia representada na figura porque
o seu modulo é igual ao raio.

Entdo, zz;=-V5i.

Zi=—w <& —2-i=3a+(b+2)i

& -2=3aN-1=-b+2 & a=—%/\b=3

w éumnumeroreal < Imw)=0 < b-2=0
& b=2

w é um numero real quando a€R e b=2.

W=-z, & —3a+(b-2)i=\5i
—33=0Ab-2=\5 < a=0Ab=2+\5

. M:{ZGC: |z|:\/§}

Im@=2Alz|=V5 & y=2AVX¥+22=1\/5
S y=2AX+4=5 S y=2AXx=1

S y=2AK=1Vx==1)

Entdo, z=1+2iVz=-1+2i.

Re()=Im@) Alz|=V5 & x=y AVy +y’=\/

&S x=yA2YP=5

5 5 5
= 2= = = = —_ =—_ =
<:>x—y/\x—2<:>x y/\<x \/;\/x \/;>

Entao, Z=T+TIVZ=_T_T"

Re(@+1=0A|z|=V5 & x=—1AVE 1Y +y’=\/5
S x=—1A1+y=5 S x=—-1Ay =4 &
S x=—1A(y=2Vy=-2)

Entdo, z=—1+2ivVz=-1-2i.

Sendo z=a+bi;a, bER
—z=—a—-bie—-zZ=—a+bi.

entao Z=a-bi ,

Sejam P, Q, R e S asimagens geométricas dos nimeros
complexos z, z, —z e —z, respetivamente.

P, Q, R e S sao os vértices de um retangulo.
PQ=2|b| e QR=2|a| ; logo, a area do retdngulo é dada
por: PQ x QR = 2|b| x 2|a| = 4|b| x |a| = 4|a b]

Zi+2,=B=-0)+1+2)=2+i
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58.2. 7, —2,=(3+i)—(1+2)=3+i+1-2i=4—
58.3. z1+(—zz)+z§=(3—i)+(1—2i)+<—%>=4—%i
o . . i . 7.
58.4. z3—(z1+zz)=%—(3—|—1—2|)=%—2+3|=—2+§|
59.1. (x+2)+yi=3 & x+(2+y)i=3 & x=3A2+y=0
& x=3Ay=-2
59.2. (¢—i)—(@B+yi)=1+2 & (C=3)+(1-y)i=14+2i
S X-3=1A-1-y=2 = X*=4A-y=3
S (x=2Vx=—2)Ay=-3
59.3. (1-xi)+2i=y-3i+1 < T+xi+2i=y-3xi+1

S 1T+ x+2)i=(+1)-3x <& 1=y+TAx+2=-3x
<~ 0=yAbx=-2 <::>y:0/\x:—l

2

60.1.

Zp=2,+25=3+i)+(1+2))==—2+3i

Zo—25=2y- 2, <> 2= 2+3) = 3 +10) + (1 +20)
& z.=2+ i

60.2.1. Simetria em relacao a origem

60.2.2. Simetria em relacdo ao eixo real

61.1. zx(W+t)=(C2+)x@i+1-2i)=(2+i)x(1+1i)
=—2-2i+i+il=—2—-i-1==3-i

61.2. txz—w=(1-2))x(=2+i)=3i=—2+i+4i—2i?—3i=2i

61.3. Z+wt=(=2+1)?+3i(1-2)=4—-4i—1+3i+6=9—i

Pag. 188

62.1. wy,=a+biew,=c—bi,a<0,b>0ec>0

W, +w,=a—bi+a+bi=2a
A imagem geométrica de w; + w,
real negativo.

62.2. w,

A imagem geométrica de w,
imaginario negativo.

pertence ao semieixo

— W, =c — bi— (c + bi) = c — bi — ¢ — bi =— 2bi

—w, pertence ao semieixo

623. w,+w,=(a+bi+c—-biy=(a+c)=a+c
A imagem geométrica de w; + w, pertence ao eixo real.
62.4. ixw,=ix(a+bi)=ai+bi’=—b+ai
Aimagem geométrica de i x w; pertence ao 3.° quadrante.
625. —ixw,=—i(c+bi)y=—ci—bi’==ci+b=b-ci
A imagem geométrica de —ixw, pertence ao 4.° qua-
drante.
63.1. z;xz,=(-1+3))(2-i)=2+i-6i+3=5-5i
63.2. z,xz,=(1+3)(2+i)=2-i-6i-3==-1-7i
63.3. iz;x2;-2,=1 (1+3)x(1+2)-(2-i)=
=i=-3)x(1+2)+2+i=—i+2-3-6i+2+i=1-6i
63.4b. z,x(z/+2)=(2-)E1+3i+1+2)=(-2-1i)(5)=
=-2-i)(5)=10i-5=-5+10i

64.1. w=iz+Z=i(x+yi)+x—yi=xi
==y +x=-yi

—y+x-yi=

Re (w) = Im(w) , logo, as imagens geométricas dos nume-
ros complexos w pertencem a bissetriz dos quadrantes
impares.
642, iz=7Z &S i(x+y)=x—yi S xi—-y=x-yi
& —Y=EXAX=—y S Yy=—X
64.3. |zx7|=9 & |z|x|z]|=9 & |z|x|z|=9 & |z}!=9
& |z|=3
65.1 2_72+i_(—2+i)(1+3i)_—2—6i+i—3_
Tz =3 (1=3i)(1+3i) 1+9 -
_=5,-5,_ 1.1,
10 100 2 2
1T v e2-0) -2-i_ 2 1.
852 =T TC2ehe2-) G+1 5 5
65.3 z1+1 1-3i+1 _ (2-3)2+i) —-4+2i+6i+3
oz -2—i  (2-)2+i0) 4+1 -
—_l+§i
© 55
Z+z 1-3i-1+i -2i 2.
65.4. == L
Zitz, —1-i-2+i -3 3
i,z -1+i 1= 1+ D)
5 T ant T TTimeio ey
—i+1 |+1_§+li_
1+1 1 2 27
661, Lo 1o V3ri_V3xi VS 1,
woB-i (VB-i) (V3 +i) 3+1 4 4
g2 Lo 1 V3oL VB-i_ VB,
w V3 (\/§+i)(\/§—|) 3+1 A
Pag. 190
4 4 4(2+10) 8+4i 8 4.
67 u= =T TEoh@+) G+1 55

raio = |u| = l \/> A\/i ,v=4—\5/§i.

68. Como aimagem geométrica do complexo w se situa no 2.°

quadrante, entao sabe-se que w=a+bi, a<0 Ab>0.
1 1 a-bi _a—-bhi a b i
W a+bi (a+bi)(@a—-b) a*+b> al+b al+b?

A imagem geométrica do complexo lw situa-se no 3.°

quadrante porque Re ( ! ) <0AIm <v1v> < 0 ecorresponde

ao numero complexo z,.

69.1. 2°=2(—i)=-2i
69.2. Q)P+ +i)2=8P+1+2i-1=-8i+2i==-6i
69.3. (1+2)°=(1+2)2(1+2)=(1+4i—4)(1+20)=

=(-3+4i)(1+2)=—3—bi+4i-8=—11-2i

70.1. 0 & i'xik+¥=0

n€IN

Prii’=0=PxiF+itP =
S i-i=0 & i =i T+k=4n+1,
< k=4n, n €N

0 menor nimero natural que verifica a condicdo é k=4 .

©10)Ipg 03104 © THdOTIVINAN
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70.2.

70.3.

71.1.
71.2.

71.3.

71.4.

72.

73.

74.

75.1.

75.2.

ﬂ‘ neN

i#2=1¢<3k+2=4n, nEN & k=
0 menor niimero natural que verifica a condicdo é k=2.

i#2=_1 ¢ 3k+2=4n+2, nEN & k:%”. n€N

0 menor ndimero natural que verifica a condicdo é k=4 .
42 4x10+2 _ i2 =1

i11 (IS + 3i7A) - i4x2+3 (i4+1 + 3i4x18+2) - iS (IW + 3|2) -

=i (3+i)=1+3i
P IR B B i .
i 2+7=IZ+F=F+—7i=_1+T=_1+I
1 L A R

L L S L L R [
il»n+1 iBn i1 i(] | 1 1 !
J_o_ 1 _Axi iy
iWB_iAx3+3_i3 __i _—iXi _1_

o - U
Logo, i é solucdo daequagdo —z=1i.
z

A éasomade 191 termos consecutivos de uma progres-
sdo geométrica de razdo i e primeiro termoiguala 1.
Entao:

1 - iWW 1 - iAxA7+3
A=1+i+i+P+... +i"=1x D D
1-® 0+ +) 1+2i-1 o

TS T a-na+) 2

B é asomade n termos consecutivos de uma progressao
geométrica de razdo i* e primeiro termoiguala 1.

Entao:

o T-@ _ 1-@1y
2n-2 _ —_ =
LA e

B=T1+®+i*+i*+ ...

_1-c
- 2
—1 se n éimpar

Sabe-se que (- 1)"=
1 se n épar

1 se n éimpar
donde se conclui que B=
0 se n épar

z=i", ;=" =" xi=z2xi,
Zy=i"2="xil=i"x(1)==z e

2= =" x P =2 % ()

Os numeros complexos tém todos moddulo igual a 1 e

cada um deles situa-se num dos quatro semieixos.
Logo, sao vértices de um quadrado centrado na origem.

Como o modulo de cada um dos numeros complexos z; ,
Z,, z;, € z, € 1, sabe-se que o lado [ desse quadrado é

dado por £=12+12 & [=1/2.

Assim sendo, o perimetro do quadrado é igual a W2 .

Se a imagem geométrica de z, se situa no semieixo real
negativo é porque z;=—1.
zi=—1 & "=i%2 kEN, <& n=4k+2, KEIN,

Um valor possivel é, por exemplo, n=2.

76.1.

76.2.

76.3.

76.4.

76.5.

77.1.

717.2.

78.

TEMA3

iZ2-z2=0¢& z(iz-1)=0<< z=0Viz-1=0

= z=0Vz=1T = Z:OVZ:1(_I)

i)
& 7z=0Vz=—1i ZE{O,—i}
22-3i=zi & 2z-zi=3i &< z(2-1)=31 & z=23_ii
_ Si@+i) _6i-3 __ 3,6
= ashe+) T ar T E S

Fazendo z=x+y,; x, yER tem-se:

2x+2¥) (i) (x—y)xi .
- " + — =1
i) —ixi
_2x'1+2y+x'1+y=i &= By —xi=i

— y=0A-x=1< y=0Ax=-1 Entao, z=-1.

£2+32=0 & z2(#+3)=0 & z=0Vv #=-3

=4 Z=UVZ=i\/—73 = z=0Vz:—\ﬁi\/z=\/§i
ze{o, -v3i, V3il

1+£V-7

2
1+V7i 1-\7i 1-V7i 1+
= > Vz= i Z€E

2 2 2

7-z+2=0& z=

— z

Fazendo z=x+yi; x, yER tem-se:
iz+z=0 & i(x+yi)+x—yi=0 & xi—y+x-yi=0
S x-Y+x-y)i=0=x-y=0Ax-y=0 < y=x

Trés solucdes da equacao sao, por

exemplo, Im (2]

z=1+4i,2z=-2-2i e z=4+4i.

0 Relz

Fazendo z=x+yi; x, yER tem-se:
Re(2)—z=2i & x—(x+y))=2i & x—x—yi=2i
&= —yi=2di=>S-y=2 <& y=-2
Im (2)

Trés solucoes da equacdo sao, por
exemplo,

—
0 Re (z)

z=1-2i,z=—-2ie z=-5-2i.
-2

Sendo 1 uma das solucdes da equacdo —x*+x*—2x+2=0,
sabe-se que o polindmio — x*+ x? — 2x + 2 é divisivel por
x—=1.

Aplicando a Regra de Ruffini, tem-se:
X+ X =2 +2

=(x-1)(x-2)




Entao,
-+ -%+2=0& =1 (Ex-2)=0
S x=1V=-2 & x=1Vx=—\V-2Vx=V-2

xe{1, =V2i,V2i}

& x=1 \/x=—\/§i\/x=\/§i

79. Como o polinémio P é divisivel por 22+ 1 e
Z+1=2-i?=(z-1i)(z+1i), entdo o polinémio também é
divisivel por z—i e por z+i.

Para decompor o polindmio em fatores, vamos aplicar a
Regra de Ruffini.

1 0 5 0 4 & Z2+4=0
i i -1 4i —4 & Z=—14
1 i A \L & 7= V-4
- -0 A & z=2iVz=-2i
1 0 4 \L

Entao, P(z)=(z—1i) (z+1i) (z— 2i) (z+ 2i) .

Tarefa16

2-i
—1+i

2-)E1-10)
R,
-2-2i+i-1_ 3+li_,l,li
1+1 - 2 27 2 2
A imagem geométrica de z, pertence a bissetriz dos qua-
drantes impares porque Re(z,)=1m(z,) .
-2 =2(1-) -2+2i

L R o R o el

1.1, z,=1+

=1+

Sejam A e B asimagens geométricas dos nimeros com-
plexos z, e z,.

1 1
Sabe-se que A(-1, 1) e B(—f, —7>.

2 2
A imagem geométrica do numero complexo z;=a+1- ai,
a € R é colinear com as imagens geométricas dos nume-
ros complexos z, e z,, se pertencer a reta definida pelos

pontos A e B.

L

O declive da reta é iguala —3 m=27=—3
-=+1
>t

Areta é definidapor y—1=-3(x+1) < y=-3x-2.

Entdo, a imagem geométrica do nimero complexo z; é coli-
near com as imagens geométricas dos nimeros complexos

Z, e z, se
-a=-3@+1)-2 < -a=-3a-3-2 & a=—%.
2. Imagem Numero
geométrica complexo
A -w
B w
c w1
D lW
2
E wH+i

3.1.

3.2

3.3.

4.1.

4.2.

4.3.

4.4,

e f)(5-2)-Foii )5 -20)-

~fa o, \_ 2a . ab. _
—(—2—b|)<7+2|>— 3 4i 3|+2b—

Fgen)e2)

Re(zw)=1AIm(2) =3

<:>—23—a+2b:1/\7b:3 @7%76:1/\b:73
= a=—ﬂe b=-3
2
. . a ..\ .
Z-w=i & (—2—b|)—<§+2I>:I

<:><—2—%>+(—b—2)i=i @—2—%:0/\—1:—2:1

< a=—-6beb=-3

w=-z (:)%+21:—(—2+bi) = %+2i:2—bi

@%:2/\2:—13 & a=beb=—2

+1/-
Z2+5=bz <= F#-4z+5=0 & z:%
4:>z=4+22'Vz=4;2' & 7=2+iVz=2-]i

ze{2+i, 2- i}

Fazendo z=x+yi; x, yER tem-se:

-z _.:._x+yi
2z=i 1+i<:>2(x yi) =i o

o (x+yi) (1)
& X -2yi=i DY
<:>2x—2yi=i—L2X|+y

. =X—y 2-y+x.
& X - 2yi= 7 +72 i
4:)2x=¥/\—2y=¥

& y=—5%Ax+3y=-2

S y=—-%Ax-15%x=-2 & y:—g/\x:%

Fazendo z=x+yi; x, yER tem-se:
7z—-iz=2 & (x+yi) (x—yi)—i(x+yi)=2
S Xy xity=2 S X +y*+y=2A-x=0

-1+3

& y+y-2=0Ax=0 & y= Ax=0

& (y=1Vy=-2)Ax=0

ze{-2i, i}

Fazendo z=x+yi; x, yER tem-se:
22+1=2 &< 2(x+yi)+i=x—yi & X+ 2i+i=x—yi
&S X+ (2y+N)i=x—yi & X=xA2y+1=-y

(= x=0/\y=—%
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4.5,

4.6.

Z2+52=0 & z(#+5)=0 & z=0V #=-5

& z=0Vz=zt\V-5 & z=0\/z=—\/§i\/z=\@i
~V/5i, \/5i}

Como 2 ¢é solucao da equacdo podemos recorrer a Regra
de Ruffini para fatorizar o polinémio P (2) =2 - 222 +z-2.

ZE{U,

1T -2 1 =2
2 2 0 2
‘ 1 0 1 0 P@)=(z-2)(Z+1)

0 &
-1 <& z=2Vz=iVz=-i

72-272+2-2=0 & (2-2) (P +1)=
& z=2V A=

ze{2, —i, i}

Tarefa 17

1.

5.1.

5.2

Sendo A(3,1) e B(-—2, 4), entdo as coordenadas do
ponto M, ponto médio de [AB], sdo

(3—2 1+4>_<l g)

2 2 )7 \2"2)

, _Ztzy _3+i1-2+4i 1 Ei

2 2 202

Logo, o ponto médio de [AB] é a imagem geométrica do
numero complexo z, .

Zo—Zg=24+ 25— 25 =2, =2, — 2, (BC = OA)
Zo—2,=2,+ 25— 2, = 25 = 25— 2, (AC = OB)

Entdo, o quadrilatero [0ABC] é um paralelogramo.

|ZA +ZE|2 + |ZA _ZE|2 = (2 + 2) (24 + 25) + (24 — 23) (24 — Z5)
= (20 +25) (20 +25) + (24— 26) (24— Z5) =

=2,2,+2,25+ 252,252+ 202~ 2,25~ 252, + 25 2
=242yt 2525+ 2525+ 2525 = 22,2, + 225 Z5=

=2(|zaf* + |za)

Aplicando a igualdade demonstrada na questao anterior,
tem-se:

2(zP +iP)=2(p*+ 1)=2(1+p?
2(1+p?)

lz+iff+]z-if=

szt |z =

WEA & |w-1|=|w+i]| & |[x+yi—1]|=|x+yi+i
S V=17 4y =V + (1)

S -1 +y=xX+y+1)7

S -+ 1+ =X+ + 2y + 1

& -2xX=2y & y=—x

UEA & Ju-1]=|u+i

& [k -3i—1|= |k -3i+i
S VI =1+ (32 =V(K) + (- 2)
= (k2—1)2+9=(k2)2+4 S K-+ 1+9=k+4

& —2WP=—b6 & k=\/3Vk=-\/3

5.3.

TEMA3

2 & y=—x/\\/m=2

S Y= xAVR+EX)=2 &S y=—xA2E=4
V2 vx=-12)
z=\V2-\2iVz=-\2+\2i

ZGA/\|Z|=

~ y=—x/\(x=

Tarefa18
1. Sabe-se que P<4cos§ 4 sin >e0<7cos— 7sm§>
logo:
b LT, 1 \/5
z—Acos§+45ln§|,—4xE+A T 2+2\ﬁ|e
T LT 1 \/5 7 7\/§_
w—7cos§+7sm§| —7><§+7>< > i _§+T|

3.1.
3.2

3.3.
3.4.

4.1.

4.2.

P(4cosO, 4sinf) e Q(7cosB, 7sinb)

z éum numero real negativose 0=m.

Im (w) >0 A Re(w) =0 se 9:%.

i

T .

Im(w) <0ARe(w) <0 se 6
T
Re (z2) =Im (2) se 0=Z\/6=

A imagem geométrica de u é o ponto (— 23, 2) logo,
pertence ao 2.° quadrante.

Aimagem geométrica de u pertence a circunferéncia C,

porque |U|=W=V12+4=4-

Tarefa 19

11, |z|= V1) + (V3 =V1+3=2

12. 190-22_\3

1.3. Se 43_75 é um argumento do complexo z,, entdo uma

expressao geral dos argumentos de z; é: 43_7: +2kn, kEZ

. (4m
1.4.1. z, —2CIS<T>

14.2. 2,=2cis (- 23—")

1.5.

w2 3)=2leon(3) on(3)-
-2l (5 fon(E))- (5]

=1-/3i
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4.1,

4.2.

4.3.

4.4,

81.1.

81.2.

81.3.

Numero Médulo Argumento Argumento
complexo positivo minimo | principal
T T
1+i V2 " "
) 3n 3n
—2+2i 2V/2 A 7
I Y
3+V/3i 2\/3 % %
. r ki
1 +\/§| 2 3 3
V10 V10, T _r
7| V5 4 4
4 2
V2-V6i | 22 5 -5
3V3 3. 3 1 .
2 2 6 6
Numero 2 Argumento
complexo Aot em [0, 2zl
z, V13 0
Iy
2, 4 2
Z3 2 T
3n
Z, 3 7

Se z é um imaginario puro e Im(z) >0 entdo o argumento
T

7
Se z é um numero real negativo entao o seu argumento, no
intervalo [0, 2r[, é &.

de z, nointervalo [0, 2r[, é

Se z é um numero real positivo entao o seu argumento, no
intervalo [0, 2r[, é 0.

Se z é um imaginario puro e Im(z) <0 entdo o argumento
. . 3m
de z, nointervalo [0, 2x[, é -

Sendo M o ponto médio de [OP], entdo OM:%W’: 1.

cosoc:%/\0<oc<E = 05:E

2 3
Assim,
ZA:2Cisg, ZBIZCiSZTn, zC:ZCiSZ;S—7t e ZD:2CiSSTn.
0 argumento positivo minimo do nimero complexo
z=2cis73—Jt é 73—n—2n=g.

0 argumento positivo minimo do nimero complexo

z—cis( 3—n>é—3—n+2n—5—rE
B 4 4 T4

1.

Seja 6 um argumento de z =—%+§| .
1
2
tgf=—-=-1
)
2
e a imagem geométrica de z pertence ao 2.° quadrante.

. . . 3
0 argumento positivo minimo de z é Tn

81.4.

81.5.

82.1.

82.2.

82.3. -

82.4.

82.5.

0 argumento positivo minimo do nimero complexo
., 3 . s
z=-1/5i ¢ 7“ porque a imagem geométrica de z per-

tence ao semieixo imaginario negativo.

0 argumento positivo minimo do nimero complexo z=-=
é m porque a imagem geométrica de z pertence ao
semieixo real negativo.

lz|=VE2 +22=VB=2V2

Seja 6 um argumento de z, .

tg 6 :% =—1 e aimagem geométrica de z, pertence ao
2.° quadrante. O argumento positivo minimo de z, é Tn
Na forma trigonométrica, z, = 2V/2 cis <3Tn> .

|z,] = V(5V3)? + (- 5)2= /100 = 10
Seja & um argumento de z,.

_-1_ V3

-5

5v3 V3 3
pertence ao 4.° quadrante. O argumento positivo minimo
1Mn

d 6 ——
ez ¢é—

tg 6 e a imagem geométrica de z,

Na forma trigonométrica, z, =10 cis <”Tn> .

_ V2 V2040 V2V2i V2 V2
2

- (=) +0) T+ 2

i T

Seja 6 um argumento de z;.

tg 6= =1 e a imagem geométrica de z, pertence ao

SIS

o - , T
1.° quadrante. O argumento positivo minimo de z; é T

Na forma trigonométrica, z; = cis <%> .

|z = V(= 4V2)" + (- 6/6)" =\/32+ 96 =\/128 = 8\/2
Seja 6 um argumento de z,.

N
=

tence ao 3.° quadrante. O argumento positivo minimo de z,

tg o =\/§ e a imagem geométrica de z, per-

¢4
3

Na forma trigonométrica, z, = 8\/§ cis <ﬂ> .

3
|75 = VO + V72 = V7

- L . 3n .
0 argumento positivo minimo de z; é — porque a ima-

gem geométrica de zs; pertence ao semieixo imaginario
negativo.

Na forma trigonométrica, z; = V7 cis<37n>.

©I0)1pg 03104 ® TIIDTIVINAN
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82.6. |z|=V(\/r)+02=Vx

0 argumento positivo minimo de z, é 0 porque a imagem
geométrica de z, pertence ao semieixo real positivo.

Na forma trigonométrica, z, = Vr cis 0) .

Tarefa 20

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

2.1.

2.2.

2.3.

3.1.

@
i

z=3cis<§>

w:3cis<2?n>

zZ+w= 3CIS<3>+3CIS<2;>=3<l+£i>+3<—%+§i>=
=3\/§i=3\/§cis<g>

z—w:3cis<g>—3cis<2§>:3<%+§i>—3(—%+§i>:

=3=23cis (0)
_ . 2n . 2n . (47
W73CIS<—?>73CIS<—T+21t>73CIS<T>

T ni2kn, kEZ.

. . . o+
z éum numero real negativo se

o+
5

Como « €10, 25x[,

=n+2kn, kEZ &< o=4n+10kn, kKEZ
conclui-se que « € {4, 147, 247} .

z é um numero imaginario puroe Im (z) >0 se

oa+T
—+2kn, kEZ.

5 2+ T,
"‘;T‘=g+2kn,kez<:>a=37”+1okn,kez
Como a €10, 25xn[, conclui-se que o € 32n‘ 2:;75‘ 4:2375
Aimagem geométrica de z pertence a bissetriz dos
quadrantes impares se a+n:%+kn, keZ.
CE-T4kn, kEZ & a=T+5kn, kEZ

Como a €10, 25n[, conclui-se que

weff, 2n dx n s
L' 4L 4 4L 4 )

ez o))

=2 —l+i£ -1+V3ie
7%7)

2

oSS o)

4.1.

4.2.

4.3.

83.1.

83.2.

84.1. |

84.2.

84.3.

84.4.

TEMA3

123

z=—cisg=—cosa—isina=cos (n+a)+isin(nt+a)=
=cis (T + )

z=coso—isina=cos (—a)+isin(-a)=cis (- a)

z—sina+icosa—cos<£— >+isin<ﬁ— )—cis(g— )
- B 2 2 B 2

lwi|= V22 + (2V3)' = Va + 12=4
Seja & um argumento de w; .

2V/3
tg 6 :T\[:\/g e a imagem geométrica de w; pertence

" L . T
ao 1.° quadrante. O argumento positivo minimo de w, é 3

Na forma trigonométrica,

w1:4cis<g>:4cis<§+2n>:4cis<7§>. Logo, wy=w,.

WZ:4cis<—7§>:4cis<—7§+4n>:4cis<5?n>

0 argumento positivo minimo de w, é 5%

z2|= Vi (-\V3) = Vi =2
Seja 6 um argumento de z.

V3
T—_

ao 4.° quadrante. Um argumento de z é, por exemplo, — %

tg 6= 3 e aimagem geométrica de z pertence

Na forma trigonométrica, z=2cis (— g) .

Entao, Z—2CIS< )(1° Q) e

—z=2cis <—g+n) 2 C|s<23n> (2°Q)

—z:3cis<1t9+12n>:3cis<1z—2n> 3C|s<9> (1°0)
ol (3
e fonf- )

E:2cis<737n> (3°Q) e

m2ea(e)-2enl) o

e (5] eoa(f) -0 (5)-
(e g) oo 5))-(5)

el ) o) -as(F) oo
Rl o A A B I

a

NI



. T 1T . & . (mon . (m
86.1. (2 cis §>X<§ CISZ>—1 CIS<§+Z>—CIS <§>

86.2. Seja u=1-i.

__ b 4(—\ﬁ+|) _ (\/§+|) V-
—V3-i (-V3-i)(-V3+i) 3+1
w]=V(-V3) +12=Vi=2
Seja 6 um argumento de w.
tgG—L———3 e a imagem geométrica de w per-
-3 3

tence ao 2.° quadrante. O argumento positivo minimo de w
il

5

Na forma trigonométrica, w =2 us(?).

Z=WAa€l-rn, 1l & 2cis<a+g>:

—2(:|s<56>/\aE]—n 7]

& a+ o %’t+2kn kKEZAaE]-

3 n, 7

= a:g+2kn, KEZAaE]-T, 1l a=g

. z=3 cis<a+%> é um imaginariopuroe 0 €1-n, wl;

logo, tem-se: a+%:g+kn, k€EZANa€El-n, nl
(x:%+kn, k€EZANo€El-n, nl & ae{ 56”' Z]

. Seja u=-(V2i =\V2) ==V2i +\/2 =2 -\/2i .
- VIVE + (V) = Vi=2

Seja 6 um argumento de u.

tgf = \[:—1 e aimagem geométrica de u pertence
+V2
ao 4.° quadrante. O argumento positivo minimo de u é 74—75
n
Na forma trigonométrica, u =2 cis - )
Z=uANo€l-7, 1l & 2cis<a+§>:
n
—2CIS<4>/\OCE] n,
<:>a+g 77”+2kn KEZAaEl-n, 7]
171 n
@a—ﬁ+2kn k€ZANa€l-n, nl <=>oc=—ﬁ

lul=V12+ 17 =V2

Seja 6 um argumento de u.

tgf = %:, 1 e aimagem geométrica de u pertence ao
4.° quadrante. O argumento positivo minimo de u é 7%

86.3.

87.

Na forma trigonométrica, u = cis (74—“> .

ool i 5
2cis (3290n>

_3cis<%>>< - 2i):3cis<n+%>>< 2cis<—%>:

—6C|s<57nf%>:6 cis(sf)

Um pentagono regular inscrito numa circunferéncia divide-
-a em 5 arcos geometricamente iguais, cada um deles

com 2?“ de amplitude.

. (T N (o 2; Ay
Sendo z=2cis (Z) entdo w=2cis <Z+?>_ 2 cis (W)

o= (35 fo 5] - o (55 +5)-
- (5o (15)

(-6)=0

Um argumentode zxz é 0 radianos.

=VV3) +17=Va=2

Seja 6 um argumento de z.

3 . -
tg 6 1 i e aimagem geométrica de z pertence ao

N

1.° quadrante. Um argumento de z ¢, por exemplo, %

arg(zxz)=arg(z) +arg(z)=6+

Na forma trigonométrica, z =2 cis (g) .

2ee(3) =3 (2) 1on (2]

(V2 V2)_ V2 V2.
2

t=

-
N
~la
~
Il
N|—
P
[a]
o
[92]

=5 tim )=t
89212xt—@6+0@?+¥?0:
:£+_6i+ﬁi_ﬁ:<\/3—ﬁ)+<%+\ﬁ>i
4 4 4 4 4 4
89.2.2 z><t=<2cn5<%>>x<%cis(%>>=1cis(%+%>=cis<%>
oo (5 Y7 s
073 uly)- N Ve
_(Ve+v2) (Ve +V2) _

90.1.

T (Ve-V2) (Ve +v2)
_6+2\ﬁ+2 8+4\[_2 V3

6-2 - 4

arg (iz) = arg (i) + arg (z) = g +arg (2)

Aimagem geométrica de iz situa-se no 3.° quadrante.

©10)Ipg 03104 © THdOTIVINAN
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90.2. arg(i’z)=arg (i’) + arg (z2) =m + arg (2)

Aimagem geométrica de i’z situa-se no 4.° quadrante.

90.3. arg(-iz)=arg (-i)+arg (z)=—%+ arg (2)
Aimagem geométrica de —iz situa-se no 1.° quadrante.
90.4. arg(i’z)=arg (") +arg (z) =arg (i) +arg (2) =

=- 2 -arg (2)

Alimagem geométrica de i’ Z situa-se no 2.° quadrante.
91. arg (%) =arg <%> +arg (z) = % —arg (2)

0 ponto D pode ser aimagem geométrica do nimero com-

plexo Lz
2

92. zC=izA=3cis<%+%>=3cis<3Tn>
ZD=iZB=3CiS<2?n+%>=3CiS<?—g>
ZE=—izA=3cis<%—%>=3cis<—%>

. (2r T . T
ZF——IZB—3CIS<?—7)—3CIS<—ﬁ>

T 1 . b . T . (13m
93. W—ICIS<—7>—2CIS(—7+2n>—2CIS<T>

. 1,
O numero complexo que corresponde a w ez

94. Seja z um numero complexo ndo nulo.
a1 I1xz
LI

z

2 2 44

95.1. || (J):(ﬁ)z: 13

Seja 6 um argumento de z; .
V3

tge=i1=— 3 e aimagem geométrica de z, per-
2
tence ao 2.° quadrante.

. . . 2
0 argumento positivo minimo de z, é £

. o . (2
Na forma trigonométrica, z, = cis (%)

. (m . b1 . (m 8m
95.2. ZZX(—Zz)—2CIS<7>><2CIS<TC+7>—4CIS<7+7>—

. (971
=4 cis <7>

95.3.

TEMA3

b1 1.V3.
96.1. zy=cisz=cosptising=o+—=i
AER
z,_ 2 2 1+VEi o (1+VBi)(V2-v2i)
ZVE V2 Vaeva (Vaev2)(Va-va)
2 2
V2 -\V2i +V/6i +V/6 (\@H/?) (\/3—\/§>.
= = + i
2+2 4 4
2
96.2. :,/(ﬁf (ﬁ) _ 2.2
|z, =)+ ]
Seja 6 um argumento de z,.
vz
tg 6=i=1 e a imagem geométrica de z, pertence ao
vz
2
1.° quadrante. O argumento positivo minimo de z, é %
Na forma trigonométrica, z, = cis <%>
cis<£>
i——3—cis<£—£>—cis<l>
ZZ_CiS<£>_ 3 4) 12
4
96.3 sinl—ﬂ e COSL_M
o 12 4 12~ 4
Pag. 206
Tarefa 21
110, 2= V1 + By =Vi=2
Seja 6 um argumento de z.
t99=$=\/§ e aimagem geométrica de z pertence ao
1.° quadrante. Um argumento de z €&, por exemplo, %
- [
Entdo, z=2cis <§>
2_,xz7=2cis|E is ()2 4 cis [T+ B = 4 cis (2T
z —ZXZ—2CIS<3>X2CIS<3> AC|S<3 + 3> AC|S<3>
23=22><z=4cis<2—n>><2cis<£>=8cis<2—n+£>=8cis(n)
3 3 3 3
z‘:zaxz:8cis(n)><2cis<£>:16cis<n+£>:16cis<4—n>
3 3 3
1.2. |z|=2,|Z|=4, |Z|=8 e |Z|=16.
4 8 16
27478 ?
b1 2n
arg (2) =% arg () = 2. arg (|2 = e
o) = A
arg (2] = &



1.3.

1.4.

1.5.

2.1.

2.2.

2n w . .

3 3 3 3 3
Os médulos de z, z% Z° e z* sdo termos consecutivos de
uma progressao geométrica de razdao 2 e os respetivos
argumentos positivos minimos sao termos consecutivos de

2n:4l_ T

e - T
uma progressao aritmética de razao 3

LM, 2T 4 . . 4m

u=cis—, u*=cis—, U=cism, u'=cis—
3 3 3
— 2| 3| — 4 —

ol =]u*] =o' =[] =1
Conclui-se, entdo, que as imagens geométricas dos numeros
complexos u, u?, u® e u* se situam sobre a circunferéncia
centrada na origem e deraio 1.

Se t=cis 0, entao t"=cis (nh).
Como [t"|=1,V n€IN , sabe-se que a imagem geomé-

trica do numero complexo t", n €IN é um ponto da cir-
cunferéncia centrada na origem e de raio 1.

w'= (% cis (%)) Médulo Um argumento

w = 1 cis <E> 1 z
2 3 2 3

1 2n

W 7 3

1 3n

w 8 3

1 4Lm

W % 3

y 1 n
128 3

1 8n

W 756 3

n 1 5 ﬂ

vl 2]

Aimagem geométrica de w pertence ao 2.° quadrante se

£+2kn<%<n+2kn, KEZANEN.

2

g+2kn<%<n+2kn, kKEZANEN

<:>%+2k<%<1+2k, KEZANEN
5

= 5+10k<n<5+10k, keZAn€eEN
Assim, o menor valorde n é 3.

Aimagem geométrica de w & um numero real negativo se

%=n+2kn, kEZANEN.
%"=n+2kn, kEZANEN

& n=5+10k, kEZANEN

Assim, o menorvalorde n é 5.

2.3.

2.4.

97.1.

97.2.

97.3.

Aimagem geométrica de w pertence ao 4.° quadrante se
3n

7+2kn<%<2n+2kn, kKEZANREN.

37”+2kn<%"<2n+2kn, kEZANEN

%+2k<%<2+2k, KEZANEN

%+10k<n<‘|0+10k, keZAn€eN

Assim, o menor valorde n é 8.

A origem e as imagens geométricas de z e w sao colineares

se %:%+2kn, kKEZANEN.
%=%+2kn, kEZANEN

& n=1+10k, kEZANEIN

Assim, o menorvalorde n é 1.

|z| =17+ 17 =12
Seja 6 um argumento de z.
tgG:l:1 e a imagem geométrica de z pertence ao

1.° quadrante.

Um argumento de z é, por exemplo, %
- . (m
Entao, z= \/5 cis <Z> .
m\\° n
A= (\@ cis <—>> =(V2)cis <8 x Z) =16cis (2m) = 16

4

Assim, conclui-se que Z® representa um numero real.
<1>’° 1 < n) oY n

—| =|—=cis|-—]| =(—=] cis 10><<—7> =

z <\/§ 4 ) <\/§> ( 4 )

10
Assim, conclui-se que <;> representa um numero ima-

ginario puro.

2-2°=2-1-i)°=01-i)p
Wl = VIT+ 17 = V2

Seja O um argumento de w.

Sejaw=1-1i.

tg0 = % =—1 e aimagem geométrica de w pertence ao

4.° quadrante. Um argumento de w ¢, por exemplo, — r

4
Ent3o, w= \/E cis <— E) .

4
(2-2° :<\ﬁ cis <— %))5 = (V2) cis <5 ><<— %)):
=4\/§cis(—57n>=4\/§cis<37n>=
:4\/§<c05<37n>+ i sin (37“>>=4\/§<—¥+ i¥>=
=—4+4i
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Tarefa 22

1.1.

z;=1 cis%, logo

_ n7_ .<7n)_ .<7n )_ .(n)_
—<1CIS§> =T1cis 3 =T1cis ?—Zn =1cis 3 =2z

2
1.2. z§:<2cis 23—n>> :4cis< )-z,,
3 VAN .
1.3. Z=|2cis|—=]|| =8cis|—|=8cis (2n) = z;
3 3
5 A H 5 5 5
1.4. <§> = s (M :<1 cis(n—['—n» :<1 cis<—£>> =
% 4 cis (ﬂ) 3 3
3
. 5 . 5 . (m
=1 CIS(*T)—1 CIS<*T+ 21t>— 1 CIS<§>—Z1
2 R 2 2
1.5. <£> o[ 2cis0_ :<2 cis<—£>> :4Ci5<—zl>224
“ 1cis <£> 3 3
3
2.1. O ponto A pertence ao primeiro quadrante e situa-se na
bissetriz dos quadrantes impares. Logo, o argumento posi-
tivo minimo do nimero complexo z, é %
Os menores valores positivos correspondentesa o e f8
saa=c-2_-T ¢ B—n—E—g—n
T2 44 - 4 4
2.2.1. raio = |z, = V(V2) + (V2) = V4 =2
b1 2n . (Mn
z,=2cis Z) ZB—ZC|S<4 ?> 205( 12)
M . (191
zo=2cis 1—+—>_ZC|s<v>
b 2n n
z,=2cis 0 Zg —2CIS<§+?>—2CIS<?>,
n i ([ Mn
zpo=2cis T+T>—2CIS<T>
2n 5t
Zp = 2cCis (M) ; zg- —2CIS<R+7> 2 cis <3>
Zp =2 cis< - 23i> =2cis <§)
2221, zi= <2 cis <£>>3 =8cis <3—n>
4 4

2.2.2.2.

Entdo z3=2z3=22.

e(eenfg) <sen(3)
o) o)

Il

©

o

2.
S
l\)‘ F
N————

1]

2.2.2.3. 7=

TEMA3

. (Tn . (3m
—8<:|s<7—27:>—80s<7>
s 11n)> o (331:) <11n>_
ZC-—<2CIS<6 =8cis 3 8 cis > )=
=8cis (HTTE— 4n> 8 cis (32n>

(2 cis (r))* = 8 cis (3m) = 8 cis ()

zg.:(z cis<5;>> =8¢ s<1g ) 8 cis (15m) = 8 cis ()
z3. = (2 cis <g>>3 =8cis (%E) =8 cis (m)

Entdo z- =23 =73 .

Entdo z3 =75 =274 .

2
6
z‘i=<2 ms(—%)) =64CIS<—£> b4 cis (- 21m) =
= b4 cis (m)
. AEAN . 66m
6 _ — —

Z?‘<2 as(—T)) —6AC|5<—T = b4 cis (- 11n) =
= b4 cis (m) . Entdo zf = z5 =26 =25 =28 =25 .

Tarefa 23

1.1.

1.2.

2 1..V3

—16<cos<? 6(—5 T>_—8+8\/§|

T\ (1 2n
z;:(Z cis (T)) =16 cis (T)Z 16 cis <?>
:16(—1 ﬁ>=—8+8\@|

2 2
i=(zon(F)) - v0as ()= e (5)
23—(205(3 =1écis 3 =1écis 3
:16(—%+ i)——8+8\ﬁ|
Conclusao: zy, z;, z, e z; sao solucoes da equacao
74=—8+8V3i.
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2.1.

2.2

4.1.

4.2,

o) -

Conclui-se que cis <% € uma raiz indice 4 de —1 porque

4
. (m
<CIS <Z>> =-1.
(resE)) -2
2 6 8\
Conclui-se que —C|s<

(ool -5

Se 2cis <%> é uma das raizes indice 5 de um numero

5
complexo z, entao (2 CIS(15>> =z.

(2 CIS<15>> =32 C|s<?5) 32 cis g):
:32<cos<g>+|sm<3>> 32< +|§>:16+16\/§|
2ol = VIV3)' + 17 = Vi =2

Seja 6 um argumento de z;.

(F)-u()-+

) é uma raiz indice 3 de %i porque

1 V3 -
tg 6 = — = —— e a imagem geométrica de z, pertence ao
v3 3
1.° quadrante. Um argumento de z, é, por exemplo, %
Logo, zy=2cis <E>
6
|z, = V(-V3) + 12 =\/4=2
Seja ' um argumento de z; .
3
tg 9':L:—— e a imagem geométrica de z, per-

-3 3
tence ao 2.° quadrante. Um argumento de z, &, por exem-

105—11:
p 5

el o))
-l o 2)-o0()-o0(y-

I=w

Il
@®

=(2)=-8=-8(-i)=8i=

Entdo, z,, z; e z, pertencem ao conjunto {z€ C: z°=w}.

Im (z)

4.3.

Seja z=pcisf.
=8I < (pcish)’= 8c:|s<2> & p’cis (36) = 8cis<g>
p’=8
(== b
39:§+2kn/\k€Z
p=V38 p=2
= n  2kn n  2kn
0=—+=——AkEZ 0=—+=——AkEZ
6773 6773
Se k=0 resulta o numero complexo zo=2cis%.
. . 5n
Se k=1 resulta o nUmero complexo z; =2 CIST'
9 3n
Se k=2 resulta o nUmero complexo 22—2057—2057

Por atribuicao de qualquer outro valor inteiro a k resultava
um dos trés numeros complexos z,, z; ou Zz,.

Daqui se conclui que a equacdo z°=8i tem trés e s¢ trés
solucoes.

2
98.1. z$:<2 cis<37n>> :4cis<67n>=4cis<37ﬂ>=—4i=z3
Conclui-se que 2z, é uma raiz quadrada de z; porque
=1z,
98.2. 7 <2 C|s<34 )) =32cis <1in>:32 cis(%—%t):
. (Tn
=32cis (T)ZZZ
Conclui-se que z; é uma raiz indice 5 de z, porque z =2z, .
99.1. z:<2 cis(%)) =2" cis( ;)
z éum numero real negativo se % =n+2kn, kKEZ.
%:n+2kn, kKEZ < n=5+10k, kEZ
Assim sendo, o menorvalorde n é 5.
5 . [5m .
99.2. z=2%cis = =32cism
3
3_ ) PN ¢ DN o N
100. w —<2 CIS<6>) BC|S<6> 805(2) 8i

jwil = VIEV + 1= VE -2

Seja 6 um argumento de w, .

V3

\/, =3 e a imagem geométrica de w, per-

tence ao 2.° quadrante.

tg 6=

Um argumento de w, é, por exemplo, @

6
Logo, w, =2cis (%) .

R RC R

sao duas das raizes cubicas do mesmo numero
w)®.  z=8i

W, e w,
complexo z porque (w;)®=

©I0)1pg 03104 ® TIIDTIVINAN
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101.1.

101.2.

102.1.

102.2.

103.1.

103.2.

lwl=VEV2y +(V2y =Va=2
Seja 6 um argumento de w.

\f

tgo = \/» =-1 e a imagem geométrica de w pertence

ao 2.° quadrante.

0 argumento positivo minimo de w é 37 Logo,
. [3m
W—2CIS<T>.
Sejaz=pcisHh.
r=w S (pcise)‘=2cis<37n>
4 . (3w
< pcis (40) =2 cis %
pi=2 p=\[7E
~
46 = 37”+2kn/\kez 9:1% %"Akez

2 cis

%
V2 °'S< I )
%

Se k=0 tem-se z,= :13

Se k=1 tem-se z; =

Se k=2 tem-se z,= 2CIS 11%)
27m
Se k=3 tem-se z;= \/§C|s 6 )

A
o[-0l
(een(y- 5] - (en [ ) -reen - 5)-
=16 cis<%"+ 2n>: 16 cis(%):z

As outras raizes indice 4 de z sao iw, —w e —iw porque

Ciw=

(iW)=CFwi=(iw'=z.

A raiz clbica de z que pertence ao 1.° quadrante é repre-
sentada na forma trigonométrica por:

. (5t 2=;
205(7—?) 2 |s<21>

e8] o))
el

NEMA12CPR2 - F09

104.1.

104.2.1. z, = cis (= -

104.2.3. z. = cis

105.1.

105.2.

106.1.

106.2.

107.1.

107.2. \V/4i = Al;cis<£> =V/4 cis

104.2.2. z, = C|s<

TEMA3

129
Seja u=pcisO.
U=z & (pcish)’= 8CIS<7> & pPcis (20) = 8cis(§>
p'=8 p=2V2
[==4

T =
20=—+2kn NkEZ

T
7 9—ﬁ+kn/\k€Z

Se k=0 tem-se ZU—Z\ﬁas(M)

Se k=1 tem-se z, —2\/§CIS<115Z>

il )-8

. (m 2 . (19
Zc=2CIS<§+T>=CIS<ﬁ>

zp=2cis

-(en( 3] -

19nn

cis (19nn>
24
_ 24k

Assim sendo, o menor valorde n é 24 .

7= cis<£> lo ok—z5—( cis<£)>5— 5cis<5—n>
w=pcis(3). logo k=zi=(pcis(3 ]| =p 3 )

Assim, conclui-se que a imagem geométrica de k per-
tence ao 4.° quadrante.

0 argumento positivo minimo da solucdo da equacdo cuja
imagem geométrica pertence ao 3.° quadrante é
b3 2n 17n

EREA TR T

Vo1 =ds (M) = c <"+2k“> ke, 1,2

Se k=0 tem-se z,=cis <§>
Se k=1 tem-se z, =cis (m) .

Se k=2 tem-se z,=cis (531)
As raizes indice 3 de —1 sao cis (g) cis (m) e cis (%)

Iy okn

> . kelfo, 1,2, 3



107.3.

108.1.

108.2.

Se k=0 tem-se z;= V2 cis E)

8
5m
Se k=1 tem-se z, =V2cis 35 )
. (9
Se k=2 tem-se zz=\/§C|s 5

Se k=3 tem-se z; =

As raizes indice 4 de 4i sao:

\/E cis <g> \/5 cis (%C) \/E cis <‘%n>

R R

5—n+2kn
=V16cis

,kefo, 1, 2,3}

Se k=0 tem-se z,= 205(?
3

N

)
)

Se k=1 tem-se z,=2cis (—

16
Se k=3 tem-se z;=2cis <—>

?—l

Se k=2 tem-se z,= 2CIS< 11

?—l

16

As raizes indice 4 de — 16 cis% sao0:

5t . (13n . (21 . [ 29%
ZCIS<16> 2CIS<T>, 2CIS<V> e 2CIS<?>.
4 . 4 3n
7+ 256i =0 < 7*=—256i < 7*=256cis -

& z="[256¢cis (%")

3n

— + 2km
& z=V/256cis — ke{o, 1,2, 3}
= Z—AC|5<3§+k7n> ke{o, 1, 2, 3}

Se k=0 tem-se z;=4cis <3%>

Se k=1 tem-se z,=4cis <%t>
. (Mn
—4CIS<T>.

%)

s )
. (3m T . (Mrn . (151
E{ACIS<8> 4CIS<8),4CIS<T>,4CIS<T>]

_(=0)E0 s =i
i ey 7T

S 2=-1-i & 22:\/§ci5<57n>

Se k=2 tem-se z,

Se k=3 tem-se z;=4cis

1-i
2 _ 22

& oz= \/Ecis(%)

131
2 |s< 8 >

108.3.

108.4.

108.5.

51
T+2kn
= z=\VV2cis - ke{o, 1}
4 . STC
<=>z=\/§(:|s<?+kn>, ke{o, 1}

Se k=0 tem-se ZO:\A/Ecis <%n>

Se k=1 tem-se z; = \@us(gn).

zE[\/EC|s<58n>, Wcis(%)]
Z-iz=0 = z2(X-)=0 <<= z=0V =i

= z:O\/z:,Blcis<%>

Iy 2kn

& z=0Vz=Vicis ., kefo, 1, 2}

& z=0Vz=1 cis<%+23ﬂ>, kefo, 1, 2}
. T
Se k=0 tem-se z,=cis <Z>

Se k=1 tem-se z, =cis (‘%)

o) ofs) =(2)

Se z=pcis @, entdao z=pcis (- 0).

Se k=2 tem-se z,=cis <3n>.

Z2+7=0 < (pcisB)’+pcis(-0) =

=p’cis (20) =— pcis (- 8) & p’cis (20) = p cis (n - )

p =p plp-1)=0
20=n—-0+2knNkEZ 30=mn+2kn NkEZ

p=0Vp=1

St T 2km
=—+—Ak€EZ
0 3 3

Solucdes da equacdo, para k€1{0, 1, 2}.
z:OVz:cissz:cianZ:cis%

ze\-1,0, = il, l—ﬁi]

2 2 2 2
Sejaze€ C\{0}.
Se z=pcisH, entdao z=pcis (- 6).

o (pcis6)’ _ . (=
—1—\/§| (=4 m—205<§>

NN,

p° cis (36)

. (m
pcisC0) —2CIS(3> & p’cis (40) = 2CIS<§>
pP=2 p=V2

~ Lt
49:§+2kn/\kez 9_%+’%‘/\kez

I

Solucdes da equacao para k€{0, 1, 2, 3}.
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Z:\/ECiS%VZ:\/ECiS%VZ:\/ECiS%V

Vz=\/§cis%

zE {\/E cis <l> \ﬁcis (%) \/Ecis <@>

12 12

vl )

12

109.1. z,=2cis (n) =- 2i

zg=2cCis n+23—n>:2cis<53—n>:2<cos<5?n>+isin<53—n>>:

=2<l—ﬁi>=1—\/§i

2 2

s (- ) 2 () o510 3)-

:2<l+§i>:1+\/§i

2

As coordenadas dos vértices do triangulo sao

A=2,0),B(1,-V3) ec(1,V3).

109.2. Uma rotacdo de centro O em que a imagem do vértice B
pertence ao semieixo positivo real tem amplitude r

ZA-=2CiS<‘It+%>:2CiS<%t>:

B 481

zg =2cis <53—n

(55 )5 o)

=2<—l+£i>=—1+\ﬁi

+§>:2cis(2n)=2

2 2

As coordenadas dos vértices do triangulo sao

A(-1,-V3), B(2,0 e C(-1,V3).

110.1. Se as imagens geométricas dos numeros complexos

z, =V2cis <— %) e z, =\/§cis% sdo raizes e sao dois

vértices consecutivos de um poligono regular inscrito,
com n lados, numa circunferéncia de centro na origem,

entdo sabe-se que arg (z,) — arg (z;) = 27: .

2n bis n\ 2n n_2n
arg (z) —arg (z) =—~ < Z—<—Z>=T S35

&S n=6
110.2. O poligono é um hexagono regular.

Os niimeros complexos correspondentes aos restantes
vértices do poligono sdo:

z3:ﬁcis<£+zl>=ﬁCiS<£>.

6 6 2

TEMA3

131
ol 2o (s)
o) vl
o) i

Tarefa 24

1. O vértice C tem de coordenadas (2, 2), logo o vértice A
tem de coordenadas (-2, —2).

0 simétrico de A em relacdo ao eixo real é o ponto D de
coordenadas (-2, 2).

w=—2+2i=2\/§cis<37n>

2.1.1. As coordenadas dos vértices do tridngulo [EFA] s&o:

E@,0), F0,2) e A(=2, - 2).

As coordenadas dos vértices do tridngulo que se obtém a
partir do tridangulo [EFA] por aplicacdo de uma reflexao
em relacao ao eixo real sao:

E'(2,0), F(0,-2)eA(-2,2).
2.1.2. As coordenadas dos vértices do tridngulo que se obtém a
partir do tridngulo [EFA] por aplicacdo de uma rotacao de
centro O e 90° de amplitude sao:

E©,2),F(2,0eA(2, -2).

2.1.3. As coordenadas dos vértices do tridngulo que se obtém a
partir do triangulo [EFA] por aplicacdo de uma rotacdo de

centro O e 30° de amplitude sao:
E(1,V3), F(-1,V3) e A(1-V3,1+V3) .

As coordenadas dos vértices do tridngulo que se obtém a
partir do triangulo [EFA] por aplicacdo de uma translacdo
associada ao vetor ¢ = (0, 1) sao:

E@, 1), F(0,3) e A=2, - 1).

2.1.4.

2.2.1. 2.2.2.
Im (2)

8l(z4) 1

7
[ZF]Z [ZE]Z 4
-4 0

4 Re (2) -0,5%

3.1. z,z,=cisO x cis B=(cos 0 +isin0)(cosf+isinp)=
=cos @ cosf+icos@sinf+isin6cosf—sinbsinf=
=(cos 0 cos  — sin 6 sin B) + (cos 6 sin B + sin O cos P)i

3.2.1. z,z,=cis @ x cis B =cis (0 + B) = cos (0 + B) + i sin (6 + B)

Logo, e atendendo ao resultado obtido em 3.1., conclui-se

que cos (0 +f)=cosBcosfB—sinOsinf.

3.2.2. z,z,=cis @ x cis B =cis (0 + B) = cos (0 + B) + i sin (6 + fB)

Logo, e atendendo ao resultado obtido em 3.1., conclui-se

que sin (0 +p)=sin@cosB+cosOsinf.




132

Pag. 216 113.3. 0O conjunto de pontos representado é definido pela condicdo:
|z-3|<5A|z+3]<5
Tarefa 25
1.1. Ponto D 1.2. Ponto A
Pag. 219
1.3. Ponto D 1.4. Ponto C
114.1. Coroa circular centrada na imagem geométrica de —2 +i
2. As coordenadas dos pontos A e B sao ederaios 1 e 3.
A(\/f \/f) e B(2\/§, 2\/5) respetivamente, logo 114.2. Mediatriz do segmento de reta de extremos (0, 0) e
(4, 0).
- 2 2
AB = \/(2\/5_\/5) +(2V2-V2) =V2+2=2. 114.3. Mediatriz do segmento de reta de extremos (0, 1) e
(1,0).
|zA—25|: 2cis T~ 4cis T :|\/§+ 2i—2\/§—2\/§i| =
4 4 114.4. Mediatriz do segmento de reta de extremos (0, — 1) e
=l-V2-vail= VIveF + (- V2f =2 0.
_ 114.5. Mediatriz do segmento de reta de extremos (1, — 1) e
Conclusdo: AB =z, —2z5|=2. -3, 0).
3.1. Ponto A 3.2. Ponto F 115.1.
Im|(2)
4. |z|=2 4.2, Im(2)=4
4.3. |z]=4 A0<arg (z)<%
-3 -1/ O
Lbh. arg(z-2z,) <% 3 -1 1 Re(2)
4.5, |z-z| =z -z
115.2.
Pag. 217 Im (2) 4
- _.—"/
111, |z =2 1M1.2. |z-1]<3 S
Im (2) Im (z) | -10 Re (z)
2
0 Re [z) 01 4Rel2)
115.3.
Im (2) B
_______ o
1M1.3. 2= 1+2i|>2 M4 |z+i] =] -2 I  Reld
-5
115.4.
Im (2) :
0 2!
112.1. || =3 : { Re A
112.2. |z-3+i|=2 i
Pag. 218 115.5
- Im (2)
113.1. r=A0=\22+1=1\/5
0 conjunto de pontos representado é definido pela condicao:
lz—1-2i|<V5. -10 4 Rel2)
113.2. 0O conjunto de pontos representado é definido pela condicao:

lz-2i|<2Alz=3i|>1.
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TEMA3

133

Pag. 220 Proposta 3

w é um nUimero complexo imaginario puro diferente de

116.1. |z| < |z - 4 - 4i zero tal que Im (z) <0, logo sabe-se que w=bi, b<0.
116.2. - 1<Im@) <1A-2<Re(2)<2 (1+i)W=(1+i)(bi)=—bi+b=b—bi, b<0
116.3. |z|<|z-3-3i|Alz|<|z+3-3i|AIm(2) >0 A imagem geométrica de (1+i)w pertence ao segundo

quadrante. Entdo, o nimero complexo que pode ser igual a
(1T+)w é z,.

m A opcao correta é a (B).
117.1. Semieixo real negativo

117.2. Eixo imaginario m

117.3. Bissetriz do 2.° quadrante Proposta 4
117.4. 1.° quadrante Seja z=x+yi, x, yER.
118.1. 0O conjunto de pontos representado é definido pela condicao: iZ=Z & i(x+y)=x—yi &S xi—y=x—yi
§<ar9(z)<% S —y=xAX=—y & y=—x
118.2. arg (w) = arg (iz) =T, Sn_Tm Conclui-se que as imagens geométricas dos nimeros com-
2 4 4 plexos z que satisfazem a condicdo iz=2z pertencem a
0 conjunto de pontos representado é definido pela condicdo: bissetriz dos quadrantes pares.

51 n

W <arg (2) < - A opcao correta é a (C).

119. 0 centro da circunferéncia é o ponto A (2, 2V/3) e esta é
tangente ao eixo real, logo o seu raio é igual a Z\ﬁ.

zA:2+2\ﬁi:4cis<%>

Proposta 5
Z=|3+4i] & 2=V +4 & |2['=5 & |z|=\5

Conclui-se que os numeros complexos z que satisfazem a

Entao, o conjunto de pontos representado é definido pela condicio 7z = |3 +4]| pertencem a uma circunferéncia.
condicdo: ’
|z-2-2V3i| <2V3 AT <arg (- 2-2V3) <x A opgéo correta é a (A).
Proposta 6
Pag. 224 1.1 z+wxt=—2+i+(3)(1-2)=—2+i+3i-6
Proposta 1 =-8+di
A imagem geométrica do nimero complexo z pertence ao 1.2, wxt=(C3)(1+2)=3i+6=6+3i
. b
2.° quadrante, logo z:pC|s¢9,6€}E,n{. 1.3. Z2-w=(2+i)2-(3)=b—-4i-1+3i=3-i
LW
i 2 1 =n 1 (n wo -3 3)E2-0) 4i-3 3 6
—=————=—cis|=-(-0)|=—cis|=+0 a1 E=— = = =2
z pcis(-6) p (2 ( )> P (2 ) 21 zZ =2+i (240)2-i) 4+1 5+5I
Como 66}5, n{, entdo E+6€}n, :ﬁ{ A imagem geométrica do complexo g pertence ao 2.° qua-
2 2 drante.

é um ponto que per-

N =

Assim, a imagem geométrica de . . .
z—t_—2+i-(C1-2) _ (1+430)(3i) _

tence ao 3.° quadrante.
2.2. m — Y

A opcéo correta é a (C). :—Si—9 N _li

9 3

Proposta 2 t
. - 7 -
A circunferéncia representada tem centro M e raio [MA]. A imagem geométrica do complexo - pertence ao 3.°
te.
M é o ponto médio de [AB], logo quadrante
_ZA+ZB_—2+3i+2+i_2.

MET T 2 = Proposta 7
MA =z, -z, = |2 = 2+3i)| = |2 -i| =V22 + - 1)’ =\/5 1.  Seja z=—1i(5+4i)+ (2 + 1)2+i%.
CD é perpendicular a [AB] e passa no seu ponto médio; z=—i(B+4i)+ Qi+ 1)’ +?=-5i+4+4iP+4i+1-1=—i

entdo, sabe-se que CD é a mediatriz de [AB]. i . L
z representa um ndmero imagindrio puro porque Re(z) =0

A opc¢ao correta é a (D). e Im(2)#0.



ﬁ+(iz+i)<iz+%>=

i1+ . 1 _
“gey e eg)-

1 i . 1 T 0 1 i
——§+E+(—’I +|)< 5)——54'54'5—5—0

e fo-2f -]
o0 43

=[@+ip-3-i=(4+4i-1-3-i)=@i)=9%=-9

w representa um numero real negativo porque Im(w) =0
e Re(w)<0.

5. Z+6z+13=0 ¢ z=

Proposta 8
. 2i27+ i1D xhs Zil»xb+3+ iA><2+2 . 2i3+ i2
1' W:|187 i5 zll’ 7 iloX1+‘\ =i’ - i1 =
L =2i-1 L E2-0ED) L =240
=1 i =1 i) =1 [
=—1+2-i=1-]

Z_(2+i)2—i_4+4i—1—i_(3+3i)(1+i)_

Too1-i T 1—i .

3+43i+3i-3 .

=2 T Y3
1T+1

A imagem geométrica do complexo z é o vértice C e a
imagem geométrica do complexo w é o vértice H.

zw 3i(1+i) 3i-3

2. T—f 3 =—1+i=—-w
- - - v 4%
Entdao, D é aimagem geométrica de =
Proposta 9
1. 3z+2=iz—b &= 3z-iz=-4-21 & z(B-i)=—4-2i
_—4=2i _4-2) B +1i)
S r=m— &= 306G
<:>z:—12—4|—6|+2 <:>z=_10_10| e 7o 1_i
9+1 10
2. ZZ_i:1+3i<:>z:(1+3i)(2—i)<:>z:2—i+6i+3
& z=5+05i
3. Sejaz=x+yi, x, yER.
22-1=2 & X+ 2yi—i=x—yi & X=xA2y-1=-y
1
<:>x—0/\y—§
Entéo,z=%i.
4. Sejaz=x+yi, x, yER.

z2-22=i+1? & x+yi—-2x—-y)=i-1
S Xx+yi-2X+2i=i-1 & -x=—1A3y=1

<:>x=1/\y=%

Entdo, z=1 +%i.

-6+\V-16

2

— 6+ 4i —6—4i
= Viz=
= z > 4 >

& z=-3+2iVz=-3-12i

z€{-3+2i, -3-2i

6. ZF+3iz=0 = z(Z#+3)=0 <= z=0V 22=-3i

= z:0V22:3cis<37n> & z=0Vz= 3cis<37n>
37n+2kn

& z=0Vz=1\3cis . ke{o, 1}

(=1 z=0\/z:\/§cis37ﬂ:Vz=\ﬁcis771.c

repsel®). voo(2)

-3+
7. 22“+3zz—20:0<:)22:¥
1_9 . 2 5
& F=dVi=—b &=t ZVz= £k
z=—ﬂVZ:+iVZ=2in=—2i
2 2
ce[I0 VD
2 2
+1/—
8. Az—5:zzﬁzz—ﬁz+5:0@z:¥
@ZIAZZIVZZ%@Z=2+i\/Z=27i

ze{2+i,2-1

9. Z-i=5(-2 <& Z2-iZ=5i-52

& £ -iZ2+52-51=0

Como i é uma das solucdes da equacao, aplicando a regra
de Ruffini tem-se:

1 =i 5 -5i
i 0 5i
‘ 1 0 5 0

2 —i2+52-51=0 & (z-i)(#+5)=0

& z=iVA=-5 & z=ivz=\5iVz=—1/5i

zef{i, V5i, —V5i}

Proposta 10
1. Pi)=—i“+2°0-72+2i-6=-1-2i+7+2i-6=0

2. 741=0& FP=-1 & 2= +V-1

& z=iVz=—i
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Como i e —i sao solucoes da equacdo P(z) =0, apli-
cando a regra de Ruffini, tem-se:
-1 2 -7 2 -6
i —i 1+2i —-2-6i 6
-1 2—-1 —-6+2i —6i 0
—i i —2i bi
-1 2 -6 0
P(2)=(Z*+ 1) (az* + bz + ¢)
S PN +22-6)=(2+1) (@2 +bz+¢)
Entao, conclui-seque a=—-1, b=2 e c=-6.
3. P=0& F+1)2+22-6)=
S Z2+1=0V -22+2z-6=0
_ 92 4+1\/—
& a1V =22
—_ 2+ i
C>z=i\/z=—i\/z=%\/gl
& z=iVz=—iVz=1+\5iVz=1-1/5i
efi, —i, 1+V5i, 151
Proposta 11
1 =1—2ki=(1—2ki)(1—2i):1—2i—2ki—4k
' 1+2i  (1+2i)(1-2i) 1+4
_1—4k+—2—2ki
T 5 5
0 numero complexo z é um imaginario puro se Re(z) =0
e Im(z)#0.
Re(z)=0AIm(2) #0 < 1_541(:0/\_2;2[(;&0
1 1
= k—z/\k;t—1 = k—z
. . . o 1
O ndmero complexo z é um imaginario puro quando k =%

2. O ndimero complexo z é um niimero real se Im(z)=0.
-2-2k
5

0 ndmero complexo z é um ndmero real quando k=-1.

Im(@z)=0 & =0 & k=-1

3.  Aimagem geométrica de z pertence a bissetriz dos qua-

drantes pares se Im(z) =—Re(2) .

Im (2) =— Re (2) @ﬂ=—1_4k
5 5

& -2-2k=-1+4k & k:—%

z tem imagem geomeétrica pertencente a bissetriz dos qua-

drantes pares quando k =— % .

Proposta 12

1.1. Se n é par, entao

110
R T B B -
N A A ) R
i8n _ i2n+3

o TSR o) 1+

1.2.

TEMA3
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Se n éimpar, entao
1)
g o D) —i—i . —2i(14)
P o 1-i -1 -+
:%:1—1.
o Bn=bk+1, kEN, & n=2(T Len,

Se k=11 entdo n=15.
Se k=74 entdao n=99.

Se k=8 entao n=11.
Se k=14 entdo n=19.

A sequéncia 11, 15, 19, .., 99,
4n+7.

n+7=99 <& 4n=92 & n=23

. tem termo geral

Assim, conclui-se que hd 23 nuUmeros naturais de dois
algarismos que sao solucao da equacéo i*"=i.

Proposta 13

1.

25=22,=2(2+2) =4 +4i
1 1 1(=1)

ZA=6_F:6—F=6— =) =6+
Ze=2Zg—2zp=b+b4i—(b+i)=b+4i-6-i=-2+3i
W=Z,+25+2,=b+i1+4+4i—-2+3i=8+8i

Re (w) =Im (w) =8

Proposta 14

1.

|z| = V& + 4 =\/32=4\/2

Seja 6 um argumento de z.
tg 6 =%= 1 e aimagem geométrica de z pertence ao 1.°

quadrante. O argumento positivo minimo de z é %
Entdo, z= 4\/§ cis (%) .

z=5cis (m)

2] = V3 + (BV3)? = V36 =6

Seja 6 um argumento de z.

3\f

tgo = —-1/3 e aimagem geométrica de z pertence

ao 2.° quadrante. 0 argumento positivo minimo de z é E

3
Entdo, z=6cis <2—n> .
3
z=mcis <E>
- 2
3n
2
as( > )
= V(-3 + (V) =V12=2V3

Seja 6 um argumento de z.

V3 _V3
tgf=—7— 3 "3 e a imagem geométrica de z pertence
ao 3.° quadrante. O argumento positivo minimo de z é %

Entao, z= 2\/5 cis (7—;>



10.

e = VIV] + (V2] = VB - 2V

Seja 6 um argumento de z.

ﬁ: ! =—£ e a imagem geométrica de z
Ve v 3

pertence ao 4.° quadrante. O argumento positivo minimo de

tg0 =

AL
6

Entao, z= Z\ﬁ cis <HTR> .

el = VIeVa + (V2) = Vi =2

Seja 6 um argumento de z.

V2

tg =——==—1 e aimagem geométrica de z pertence ao
-V2
3n

2.° quadrante. O argumento positivo minimo de z é w

Entao, z=2cis <3Tn) .

-2(V3-i) _
(V3+i) (V3 -i)

1+ _(1+2i-1)i _ -2
\ﬁ+i \/§+i
_-2V3+2i V3

\ﬁ+i_

3«1 2 "2

2 2
Y VAN SN S
o= ( 2>+<2>‘ i

Seja 6 um argumento de z.
1

3

oo 2 -1 _ V3

B
2

e a imagem geométrica de z

pertence ao 2.° quadrante. O argumento positivo minimo de

zé5—n
T
Entao, z=cis <5—n>
6
. i . i(1-1) N o I
Z=i—F——=i- - ~=i- =i-—-<i=
1T+i (1T+i)(1=1) 1+1 2 2
_1L,
22
2 2
2| = - 1) + (1) = 2_Vv2
2 2 42
Seja 6 um argumento de z.
1
tg 9:%=— 1 e aimagem geométrica de z pertence ao
2
3n

2.° quadrante. O argumento positivo minimo de z é T

Entao z—ﬁcis<3—n>
T2 4 )"

Proposta 15
1. |z1|:\/m:\/§;|zz|:3;|z3|:\/§
Im (z)
3¢z,
Th--am-4
0 1 éRe[z]

2. 7, — simetria em relacdo ao eixo real
—z; — simetria em relacao a origem do referencial

iz, — rotacao de 90° centrada na origem

Proposta 16
. (2n -
Sendo z=2cis =) entao,

. 2n . [Tn
—Z—2CIS<TC+T>—2CIS<?>.

A opcéo correta é a (C).

Proposta 17
Sendo z:\@cis <9—n> entao

7

zZ= 2cis<—97n>:\/§cis(—97n+2n>:\/§ci5<5—n>.

7
A opcéo correta é a (A).
Proposta 18

Se a imagem geométrica de z estd no 4.° quadrante e per-
tence a bissetriz dos quadrantes pares, entdo sabe-se que

z= cis<—£>

_ . (n
Logo, z=pcis (Z)

_pdsmzms_n_nﬂm_ﬂ:mg%
e S R R

NITN

4

A opcéo correta é a (C).
Proposta 19
8
wh = <\/§ cis (%E)) =(V2)’cis <%> =16cis (%)

0 argumento positivo minimo de w? ¢ %t (3.° quadrante).

A opcao correta é a (C).

Proposta 20

1 wmaa()-aien(F)eson(3))-2(37)-

=1+3i

©10)Ipg 03104 © THdOTIVINAN



NEMAI12CPR2 @ Porto Editora

TEMA3

137
w-2=1 +\/§i—2=—1+\/§i=2cis<2—n> Proposta 22
3
1. w=-\2+\/2i= 2CIS<4>=
(w=-2)°= <2 ms(zn)) _32C|s<10n> 320s<4> . 5
3 3 3 . (3m . (3m 3
2 cis " +|2cis - + 16 = 4i
(w-12)"=32 CIS(A > 32<cos< >+|sm< ))z 3n
v 3 <:>16C|s(3n)+AC|s<2>+16——4
1 . .
:32<*§*7'>:* 16 - 16V/3i & —16—4i+16=—4i < —4i=—4i (P.verdadeira)
Conclui-se, entao, que w é solucdo da equacao
2. Z+iP=—4-3i+i"=—4-3i+i’= 22416 =4i°
=—4-3i—-i=—4—4i . (3m
2c|s<7>
_ . 2. FP-weoer-Yori-—L
Seja w=Zz+i". i . <n>
cis(
[w| =V &Y + 4 =V32=4\/2 n .
&z —205(———) (=1 —2CIS< >
Seja 6 um argumento de w. 4 2 4
—4 ) L £+2kn
tg@:j:1 e a imagem geomeétrica de z pertence ao = 7 205(4) = 7= \/icis 3 ke, 1,2
3.° quadrante. O argumento positivo minimo de w ¢é ﬁ
4 1
5 Se k=0 tem-se z;= \/§C|s<12>
Entao, WZA\/EC]S(%).
Se k=1 tem-se z, =\3ﬁcis <3Tn>
3. zD:2ci5< +3><2—n>:2cis(23—n>
3 5 15 35 . (17m
Se k=2 tem-se ZZ=\/§CIS =2 )
Proposta 21 ze{% cis(%), \3/§cis(37n . V2 cis (%)}
1. z:lcis<5—>:l<cos<5—n>+isin(B—n))
2 6/ 2 6 6 Proposta 23
1< V3 1_) V3o, 1. W= (=T1+2P=1+2)1+2)=(1-4i—-4)(=1+2i)
AN Y A (34 1+2)=3—bi+4i+8=11-2i
3
—1—C|s<3>—1—( <g>+isin<g>): 2. w3=(\/§cis<§>> =(\/§)3ci59:5\/§c059+i5\/§sin9
—1—<l+£i>—1—l—£i—i—£i W'=11-2i <> 5V5c056+i5\5sin6=11-2i
- 2 2 ) 2 2 2 2 1 _9
& cosf=——=Asinf=——
12 \/5 2 4 5\/5 5\/6
Iwl = <f> +<——> =/—=1 2
2 2 4 Entao, th:—W.
Seja 6 um argumento de w.
V3 Pag. 230
2 . -
t99=f=— 3 e aimagem geométrica de w pertence Proposta 24
2 . |2 = V74 3 =\/10
ao 4.° quadrante. O argumento positivo minimo de w é —.
3 Se z,=V10cis 6, entdo
: G . (5m . b4 LA T
Na forma trigonométrica, w = cis <?> z5=V10 CIS(9+§>=\/10<COS <9+§>+|sm<9+§)>.
5\ o Como V10 cosO+i\10sin6=1+3i, conclui-se que
2. w”-(cis<?>> =di <T) 1 3
cosf=—— eque sinf=——.
5nm V10 V10
w" é um numero real se T:kn:, k€Z An€EIN.
T . T
cos |0+ |=cosBcos——sinfsin_-=
5g" kn kEZ/\nEIN<:>n—%k kKEZANEN < 3 3 3
-Lx3- 3 V3_1-3V3
Assim, o menor valorde n é 3. Aval 2 10 2 210



T
+cost95|n—

(6 + E) sin 6 cos —

3 3 3
BTG O BV PO KA
VIO 2 V1o 2 /10
Assim, tem-se
23:\/ﬁ<1_3\/§+i3+\@>:1_3\/§+3+\/§i-
2V/10 2V/10 2 2
Conclui-se, entdo, que B<_1 = s\@ ' > +2\/§>'

Proposta 25

1.

v:2\/§cis£:2\/§<cos%+isin%):
_2\[<£+|£> 2 +2i

u_ = 1+VEi (C1+V3E) (2-20)
voo2+2 0 @+2)@2-2)
—242i+2V3i+2V3 143 143
- h+h T T
u=-1 +\/§| 2 ms(%)

u o) (22 2) 2 g (3)

- 3 4)" 2 12

= 72\/5 - <%) = N cis

o V2 s [T 21EVS V2 g (58) 125
2 12)° 4 2 12 4
5m)_-V2+V8 (&j V2+V/8
<:>COS<E— 4 /\smﬁ i

Proposta 26

1.

z,=iz;=i(b+3i)=—3+4i,
Z,=—2,=3—4i

z,=—2z,=—4-3i e

|| =\VE T F =\ =5

5c¢isO0=4+3i < 5cosO+ibsinf=4+3i

&< Hcosf=4A5sinf=3 & cosezi/\sinezE

5

AB=1/8=2/2

A0°+BO°=AB’ < 2A0° =8 < A0 =4 < A0=2

Entao, |w|=2

vl )een{s o) 50)

cos<g+6>=cos%cose—5in§sin9=

V3 4 1.3 4V3-3
2 5

2577 10

T T
c050+coszsm0—

sm<g+0>=

6
b V3 3_ 4+3\@
5 5

:i s T T 0
Logo,
avﬁ 3 3y6+4 4v§—3 3V3+4
0 T 10 5 5 |

Proposta 27

towmneas(S)ens(es(G)eien()-

_1+<1 v§> 3. V3

+ —i =*+Ti

|w|\/7\f\f

Seja 6 um argumento de w.

3

1.° quadrante. O argumento positivo minimo de w é L

Entdo, w=1/3cis (g) .
el -l

z é um imaginario puro se ﬂ:g+kn, k€ZAnEIN.

6
f% 5+m kKEZANREN

& n=3+6bk, k€EZANEIN

Assim, o menor valorde n é 3.

3 . -
=—— e aimagem geométrica de w pertence ao

z é um nUmero real se ﬂ:kn:, k€Z An€EIN.

6

f%:m,keZAneN¢¢n:M,ke2Anem

Assim, o menor valorde n é 6.

Proposta 28

1J.V:G%T+Wf
A

ﬁ [

A imagem geométrica de v situa-se no 3.° quadrante e

>

I

pertence a bissetriz dos quadrantes impares, logo

v=ﬁcis<5—n>.

4 4

1_¥Cis<54l>_\/§ I <7_£>_ﬁ '
8

2cis<£> _TCS &3
3

o

)
12
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1.3.

1.4.

w:sin(§>+ i cos(§>:cos<g—§>+ i sin(%—%):
ol
W= (c's <?4>>7 - <3154 ) cis <57n> -cis(5)=1

w’ representa um ndmero imaginario puro porque
Re(w’)=0 e Im(w')=#0.

Proposta 29

1.

Z+16=0 ¢ F=—16 < z=V1bcisn

@Z:Wcisn+2kn, kef{o, 1,2, 3}

Se k=0 tem-se z,=2cis (%) .
Se k=1 tem-se z, =

Se k=2 tem-se z,=

{205(4) 2CIS<3:>, 2cis<54> 2 cis (T)]
z3—1:i<:>z3:1+i<:>z:\3/\/?s%

X okn

<:>z=\%cis 3

,kefo, 1, 2}

Se k=0 tem-se z,= \/Eas(12

?-l v\/

Se k=1 tem-se z; = 205(

Se z=pcisO, entdo z=pcis (- 0).
Fi=7 & (pC|59)3C|s< ) pcis (- 0)
< p’cis (36) CIS< ) pcis (- 6)

& p CIS(39+ > pcis (- 6)

pP=p
39+%:—9+2kn/\k€Z

plp*=1)=
49:-%+2kn/\k€2

TEMA3

9=-"1 K \kez

p=0Vp=1
=t
8 2

Solucdes da equacao para k€ {0, 1, 2, 3}:

. T . (3m . (Tm
Z—UVZ—CIS(—g)VZ—CIS<?>VZ—CIS<?>V
(M=
VZ—CIS<T>
. b . [3m Vas (M=
zE{U,as(—g),C|s<?>,C|s<8>,C|s<T>]

Se z=pcisO, entdo z=pcis (- 06).

=4z & (pcis )= 4pcis (- 0)

& p’cis (36) =

p’=hp
=t

4p cis (— 6)

0=-0+2kn AKEZ
pp*—4)=
LO=2kn AkEZ

p=0Vp=2
=
G—kgAkEZ

Solucdes da equacao para k€ {0, 1, 2, 3}:

Z_O\/Z_ZC|5(0)VZ_ZC|S<2>V2_ZCIS(TC)

V z=2cis (3711:)
{0 2cis (0), 2cis <2> 2cis (m), 2cis <32n>}

=0 & z((1+i)-2)=0

2i 2i (1-1)
=0VvVz2=—" =0VZL=—r—
~ z 2 T+ &~ z A+

5\/EcisE

4

(1+i)28-2z

&= z=0VvVZ=1+i & z=0Vz=

%+2kn
. kelo,

= z=0Vvz=\2cis 1,2,3, 4

Atribuindo os valores a k, conclui-se que:

ZE{O Vacis(3;). Vacis(). V2eis( ).
o] 53]

Se z=pcisO, entdo z=pcis (- 06).

5—

= (4i)* < (pcisO)’pcis(-0)=—64i (i—1)

< p°cis (50) p cis (~ ) = b4 + b4i

64\@ CIS —

s p°cis (46) =

pt=64\/2
L=t

49:%+2kn/\kEZ

139
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T km
Q_ﬁ 7/\/{62

{,;:Vﬁ 64\/2
(=

p=6V2
4 T kn

=—+—ANk€EZ
0 16 2

Conjunto-solucao da equacdo para k€1{0, 1, 2, 3}:

53 (5. ()
6V/2 cis <25”>]

16

Proposta 30

1.

z=2cis@ e 72 =(2cis 0) = 4 cis (26)
Assim, AOB=20-0=6.

Seja h aaltura do tridngulo [0AB] relativa ao vértice A.

Entao, sinezg & h=2sin6.

4x2sinO

Conclui-se que A (0) = =4sin6.

2. A(e):2/\0<9<% = 45in9:2/\0<9<%
. 1 T T
L1 S|n0—§/\0<6<z f=—1 9—;
LW 5n 5n 5
—<2CIS 6> _32CIS<6> 32<COS<T>+|SIH<6>>
_32<—£+ ):—wxﬁue.
2 2
Proposta 31
151 151
3 _
1. w=(z) <3CIS<4>>—27CIS< 4> 27 |s< 4 4)
bis
—27C|s<——> ( ( >+|sm<—z>>—
_27<\/§ .ﬁ>_27\f 2v2 .
=7 T2 ) T2 2
2. Designemos por z, e z, as outras duas raizes cubicas de
w.
5t  2rm 23m
3CIS<T+7> 3 |s<12>
5n i 31t . Tm
3CIS<T+2 3) 3cis (12) 3CIS<ﬁ>
3. As imagens geométricas das raizes clbicas de w corres-

pondem aos vértices de um tridangulo equilatero inscrito
numa circunferéncia de centro na origem e raio 3.

Designemos por ([ o lado do tridngulo [0AB].
l

slnE 2 =4 £=i =4 1=3\/§

33 2 6

=3x3V3=9V3.

Logo, P=3l

Proposta 32

1.

0 nimero complexo z, €é o simétrico de z, em relacdo ao
ponto 0.

ZCZ—ZA:—Z\/§—2i

0 ndmero complexo z, é o simétrico de z; em relacdo ao
ponto O.

ZD:_ZB=_3Ci5<2;> 3CIS<TI:+%> 3cis (5,;5)_
=3<cos<5,;>+|sm<5§>>—3<%+i(—@)):%_¥j

2. Acondicdo |z—2z,|=|z-2zs| representa, no plano com-
plexo, a mediatriz de [AB].
Assim, o conjunto dos afixos dos complexos z que fazem
parte do losango e satisfazem a condicao sao todos os pon-
tos comuns ao losango e a mediatriz do segmento de reta
[AB], tal como indica a figura seguinte.

Im (2)]
B,':'“]'I——-.A
/", ,,’O] K Re [z]
CEm--m v

Proposta 33
r=lz=VE 27+ 22=\8=2V2
A reta que passa na origem e no ponto A é a bissetriz dos
quadrantes pares e pode ser definida pela seguinte condicao:
Im(z)=-Re(z) & Im(2)+Re(2)=0.
Entado, o conjunto de pontos da regiao colorida, incluindo a
fronteira, pode ser representado por:
|z|<2\/§/\Im(z)+Re(z)>0/\Re(Z)<0
A opcéo correta é a (C).

Proposta 34

0Os argumentos das cinco solucdes da equacdo z°=i estdo

- G . 2n
em progressao aritmética de razao 5

Assim sendo, a opcao correta é a (A), porque é a (nica onde

a diferenca dos argumentos é igual a ?n

Proposta 35

A condicdo arg (2) = g representa uma semirreta com ori-
gem em O e que forma com o semieixo real positivo um
A . b
angulo de amplitude 5
Os pontos que pertencem a essa semirreta tém abcissa e
ordenada nao negativas. Logo, excluem-se as condicoes
apresentadas nas opc¢oes (A) e (B).

- 4 .
A condicdo arg (z)=? representa uma semirreta com
origem em O e que forma com o semieixo real positivo um

angulo de amplitude %

©I0)1pg 03104 ® TIIDTIVINAN
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TEMA3

Os pontos que pertencem a essa semirreta tém abcissa nao Pag. 234
positiva e ordenada nao negativa. Logo, também se exclui a

condicdo apresentada na opcao (D). Proposta 39

A opcdo correta é a (C). 1. |z-1-2i|=2ARe(z)>0

Proposta 36
r=|z,] =V3+ (- 2)? =113

Entdo, o conjunto de pontos da regiao colorida, incluindo a
fronteira, pode ser representado por:

|z-3+2|<VIBAIM@)>-2A 2. 2i[<[z+i[<4
Alzl > |z-3+2i|A2Re(z)+3Im(z) >0 Im (2)
3—-.
Proposta 37 ‘ Y
p 04—1) Relz)
1. Como o tridngulo [ABO] é equildtero e M é o ponto médio ] ;
de [AB], sabe-se que A@B=% e A5M=%.
_ ) OM o
OA‘|ZA|‘3“°5<Z>‘T‘ 3. Re(z+id)>Im() &
(;:)_W Vg—W@T—3 3 < Re (x+yi+xi—y)>Im (x + yi)
*\6)"2 2 3 72 S x-y>y
3\/5 X
= |zM|=T = y<s
3 Im (2]
Entdo, zy = JPtad
---- :;a"/
2.1. Lt
- 2 Rel2

b z-1+i|=]2i-z] & |z-(1-i)]=]|z-2i|

Im (z)

Tal como é sugerido na figura, sendo a semirreta AD para-
lela ao eixo real, tem-se:

~ n 2n_9n 3n
P53 12" %
sendo P um ponto qualquer do lado [AB].

Daqui se conclui que qualquer nimero complexo z cuja ima-

gem geométrica pertenca ao lado [AB], satisfaz a condigo: 5. |z]>2A|Im(2)]<2
arg(z—-z,) = i Im (2)
9 W= m 22
n - n T _5n
2.2. Sendo arg(z,) = 7 entdo arg (zg) = t3 1 / \
N . L0 Re (2)
0 tridngulo [0AB] pode ser representado pela seguinte N K
condicao: _§___
lgarg (z)<5—n/\3—n< arg (z—zA)gﬁ
12 12 4 12 b1 B
6 |z|<4/\7<arg(z)<7
Proposta 38 Im (2) )
1. 0 segmento de reta [AB] pode ser representado pela con- , A .
dicdo Im(z2)=2 A 1< Re(2) <4 . ‘\4
| 0 ' Rel(z)
2. 0 segmento de reta [AB] pode ser representado pela
condicdo \/§<|z|<3/\arg (z)=3TTt I
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7. P717H>1A0<am&7170<%
& |z-(1+i)]>1 /\O<arg(z—(1+i))<%
Im (2]
1 ’____‘.'_l__ﬁ‘ _______
o 7 Re (z)
Proposta 40
1. 0O raio da circunferéncia menor é 2 e o raio da circunferén-
cia maior é 4.
Assim, a regiao colorida pode ser definida pela condicao:
|z+2-4i|<|z-2-2i|A2<|z-2-4i|<4
2 P4 T ) (1) (T -+ 4+ 4)
' o1+ (+ha-i) 1+1 B
_5i-3 =—§+Ei
2 2 2
Vamos verificar se a representacao geométrica do com-
plexo w pertence a zona colorida.
|w+2—4i|<|w-2-2i|A2<|w-2-4i|<4
3 . 3 5
= ‘ —§+—|+2—4|’<‘ 0 §|—2 2|‘
3 5 .
/\ZQ‘ —E+EI—2—AI‘<4
1 3. 7 1 7 3.
S SIS| -5 +t5 <l-5 -3l
<:>‘2 2| ‘ 2+2|‘/\2 ‘ > 2|‘ 4
o) 08 <3+ )
S =) +-2) <4 l-=) (=] A
<2> +< 2) 2) "\2
7Y 3Y
A2\ l-=) +|-=) <4
< 2) +< 2)
= Eg @/\ 2< @g 4 (P.verdadeira)
4 4 4
Conclui-se, entdo, que a representacdo geométrica do com-
plexo w pertence a zona colorida.
Proposta 41
1. 0O vértice B pertence a circunferéncia e ao semieixo real

negativo, logo zz=—4 =4 cis (m) .

romcn{m ) () ann (7)o 1n () -

:4(1—X§0=2—2v@

2 2

wton(o=3)-en(3)- ()10 (3))-

=4 l+£i =2+2V3i
G g)-2ema

2

2.

Entdo, o conjunto de pontos que constituem a regiao colo-
rida, incluindo a fronteira, pode ser representado por:

|zl <4 ARe(2)>2.

Proposta 42
1. |z|>1A|Re(@)|<3A|Im(2)]|<3
2. [z-3-2|>2A3<Re(2)<5A2<Im(2)<4
3. {|z| 2\[/\ <arg (2 < } [|z|<2\ﬁ/\lm(z)<0]
1"n
4. 2| < \[/\ <arg ( )Qﬁ
5. 2<|z|<3/\—3—n<arg(2)<E
4 4
6. {|z—3—4i|>2/\E arg(z-1)< /\Im(z)<4}

4

\/{|27374i|<2/\0<arg(zf1)<ﬂ

PARA AVALIAR 2
Parte 1 - Questdes de escolha multipla

8
0 argumento positivo minimo de w é ?n

A opcao correta é a (B).
Se z= \ﬁ cis <%> , entdo:
7= [\/5 cis (1215)} = (\/5)[‘ cis <4 X %) 9 cis <@>=

2
. (3m
—9CIS<7>—9

A opcao correta é a (A).

(—i)=-9i

Das condicoes dadas, conclui-se que:

z —cis<£> z —cis<£+2—n>—cis<5—n> ez —cis<3—n>
" 6)" 7 6 3) 6 T 2)

Se |z, -z =%, entdo |z, =%—1 =3
A opcéo correta é a (C) porque é a Unica opcdo onde esta

representado um nimero complexo cujo médulo é 3

Sejam z, e zz os nimeros complexos cujas imagens geo-
meétricas sao, respetivamente, os pontos A e B.

2. = VIV2) + (V2 = V=2 e
-

Logo, a circunferéncia que passa em A tem raio 2 e aque
passaem B temraio 1.

A coroa circular é definida por 1<|z|< 2.

©I0)1pg 03104 ® TIIDTIVINAN
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z ——l—ﬁi—cos(—z—n>+sin<—2—n>i—cis(—z—n>
T2 2 3 3/ 3

Entao, a regiao sombreada, incluindo a fronteira, é definida

7,=\V2+\2i= (£+£|> 2cis<£>

por 1<]z| < 2/\—— <arg(z) <

Assim, a opcdo correta é a (D).

) (m . T
5. z—|W—C|s(2>XZC|s<6—ﬁ> ZC|s<2+9—ﬁ>

5m
=2cis <6+ﬁ>

O ndimero complexo z é um ndmero real negativo se

0+?—2—n+2kn keZ.
9+%_n+2kn kEZ(:)a_%t+2kn keZ
Se k=0, ovalorde 0 é '17—1;

A opcéo correta é a (B).

Parte 2 - Questoes de desenvolvimento

11 Z_a—is””_a—(i")z”xi_(a—1><i)(‘|—i)_
T 1+ T+i (T +)(-i)
:a—ai—i—1:a—1 —a—1i
1+1 2 2
O nimero complexo z é um imaginario puro se:
a-1 -a-1
R = =0A 0
e (2) 7 2 #

&S a=TAaz—1 & a=1

Ovalorde a é 1.

1.2. Aimagem geométrica de z, no plano complexo, pertence

a circunferéncia de centro na origem e raio V5 se

|z =V/5 .
_ 2 _ _ 2
2l=V5 = T+ (Y - ve
a’—2a+1 a*+2a+1
= 7 + 4 =5

& 23°+2=20 < a’=9 <& a=-3Va=3

Entdo, a imagem geométrica do nimero complexo z per-
tence a circunferéncia de centro na origem e raio V5 see
sése a€{-3, 3}.

2.1.

2.2

2.3.

4.1.

4.2.

TEMA3

Z, =24 X CIS<5 2—“)—2cis <l>><cis <5—n>—
6 6)" 12 3)”
T . (21n . (Tn
—ZC|S<—+? <—>—ZC|S<T>
<—+5—> tem-se:
3 :

143

Como 2cis< )

nt mw 5. .
T_ﬁ+7+2kn,kel,ouseja,
3n=1+420+24k, KEZ < n % kEZ.

0 menor valor natural de n obtém-se quando k=0 e,
nesse caso, n=17.

2n 9n . (3m
z3_ZC|s<ﬁ+2>< 6) 2 cis (12> 2c|s<7>—
:2<cos<3f>+|sin<4>> ( \/7 \/7) \/§+\/§|
. 2n . (8m
Z5—Z1><CIS<4><?> 2CIS<12>XCIS<T>—
8n 17w
_2C|S<ﬁ+7> 2 cis <12>
2 —i+22=2 &= £ -iZ2+22-2i=0

Como i é uma das solucdes da equacao, aplicando a regra
de Ruffini tem-se:

Z2—iZ2+272-2i=0 & (z-)(Z+2) =

& z2=iVZE=-2 & z=i1Vz=\2iVz=-1/2i

ol
stel oo (g o

(313, 2)

0B =0C +0A, ou seja,
~(-3V3, 2+ (V3. 1)

p=Vi- 23y +3=v21

0 produto das solucdes da equacdo é:

2i x (-V2i)=—2f=—2(-i)=2i=

0A=(V3, 1) e OC =

(-2v3, 3).

Sabe-se que z=pcisf e que 7=-2\3+3i.

3 _ V3

N

Entao, tg0 =





